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Аннотация. Рассматривается математическая модель динамической системы с одной степенью свободы, представ-
ленная в виде обыкновенных дифференциальных уравнений с нелинейными частями в форме многочленов с посто-
янными и периодическими коэффициентами. Представлен модифицированный метод для исследования автоколеба-
ний нелинейных механических систем. Авторами разработан уточненный метод преобразования и интегрирования 
уравнения, основанный на методе нормализации Пуанкаре–Дюлака. Уточнение метода заключается в учете нелиней-
ных членов высших порядков методом экономизации Чебышева, что улучшает точность результатов вычислений. 
Выполняется аппроксимация остаточных членов высших порядков однородными формами меньших порядков, в 
рассмотренном случае кубическими формами. В качестве примера рассмотрено применение модифицированного 
метода для уравнения Ван-дер-Поля и получены выражения для амплитуды и фазы автоколебаний в аналитическом 
виде. Выполнено сравнение решения уравнения Ван-дер-Поля, найденного разработанным методом, с точным реше-
нием численным методом Рунге–Кутта. Погрешность решения модифицированным методом в два раза меньше и 
составляет 1%, что показывает применимость разработанного метода для исследования автоколебаний нелинейных 
динамических систем с постоянными и периодическими параметрами. 
Ключевые слова: автоколебания, нелинейные системы, экономизация Чебышева, метод Пуанкаре-Дюлака. 
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Abstract. The paper deals with a mathematical model of dynamical system with single degree of freedom, presented in the 
form of ordinary differential equations with nonlinear parts in the form of polynomials with constant and periodic 
coefficients. A modified method for the study of self-oscillations of nonlinear mechanical systems is presented. A refined 
method of transformation and integration of the equation, based on Poincare-Dulac normalization method has been 
developed. Refinement of the method lies in consideration of higher order nonlinear terms by Chebyshev economization 
technique that improves the accuracy of the calculations. Approximation of the higher order remainder terms by 
homogeneous forms of lower orders is performed; in the present case, it is done by cubic forms. An application of the 
modified method for the Van-der-Pol equation is considered as an example; the expressions for the amplitude and the phase 
of the oscillations are obtained in an analytical form. The comparison of the solution of the Van-der-Pol equation obtained by 
the developed method and the exact solution is performed. The error of the solution obtained by the modified method equals 
to 1%, which shows applicability of the developed method for analysis of self-oscillations of nonlinear dynamic systems with 
constant and periodic parameters. 
Keywords: oscillations, nonlinear systems, Chebyshev economization, method of Poincare-Dulac. 
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Введение 
Математической моделью многих механических систем является система нелинейных динамиче-

ских уравнений полиномиальной структуры [1]. Исследование нелинейных систем представляет собой 
сложную актуальную задачу по сравнению с исследованием линейных систем. В современной теории 
нелинейных динамических систем применяется метод малого параметра [2], метод Ван-дер-Поля, метод 
усреднения [3], метод гармонического баланса [4], метод возмущений, представленный в работах Пуан-
каре и являющийся вариантом метода малого параметра. Метод решения нелинейных задач Крылова–
Боголюбова [5] позволяет строить высшие приближения на основании метода усреднения. В методе мно-
гочленных преобразований, предложенном в работе Г.И. Мельникова [6], в качестве порождающего ре-
шения выбрано решение преобразованных уравнений, которое связано многочленным преобразованием с 
исходными дифференциальными уравнениями. 

В отличие от метода многочленных преобразований [6, 7], в методах Ван-дер-Поля и усреднения 
рассматривается укороченное уравнение и находится приближенное решение, не учитывающее все сла-
гаемые нелинейного полинома высокой степени. В методе гармонического баланса приближенное реше-
ние учитывает только составляющие основной частоты. В методе возмущений и малого параметра при-
ближенное решение ищется в виде степенного ряда с малым параметром, если ряд сходится, и точность 
существенно зависит от количества поправок к нулевому приближению. 

В настоящей работе предложен уточненный метод многочленных преобразований для исследования 
автоколебаний нелинейных механических систем с одной степенью свободы. Рассматриваемые динамиче-
ские системы представлены в виде обыкновенных дифференциальных уравнений с нелинейными частями в 
форме многочленов с постоянными и периодическими коэффициентами. Авторами разработан уточненный 
метод многочленных преобразований, основанный на методе нормализации Пуанкаре–Дюлака [8]. Уточне-
ние метода заключается в учете нелинейных членов высших порядков методом экономизации Чебышева 
[9], что улучшает точность результатов вычислений. Выполняется аппроксимация остаточных членов выс-
ших порядков однородными кубическими формами. Приведем основные этапы модифицированного метода 
многочленных преобразований и применим метод для уравнения Ван-дер-Поля. 

Модифицированный метод многочленных преобразований 

Рассмотрим дифференциальное уравнение движения нелинейной автономной механической сис-
темы, содержащее однородную кубическую форму [10]: 

3
3

0

2 γ ε ( , ); ( , )q q q P q q P q q p q q 




          , (1)

где ,ε  – малые положительные константы. 

Уравнение приведем к безразмерному виду в квадратной области фазовой плоскости, причем ис-
пользуем отображение прямоугольной области на квадратную область посредством линейного масштаб-
ного преобразования независимой переменной: 

{( , ) : , }G q q q r q r    . 

Предполагаем, что корни характеристического уравнения линейной части системы – комплексные 
с малыми вещественными частями: 

2λ β, λ β; β γi i        . 

Применяя оператор дифференцирования 
d

D
dt

 , запишем левую часть уравнения (1) в форме 

( λ)( λ) ( λ) ( λ)D D q D x D x      , 

где введены комплексные переменные 

λ , λx q q x q q      , 

или  

μ(λ λ ), μ( ); μ 1/ 2βq i x x q i x x       . 

Новые переменные удовлетворяют дифференциальным уравнениям с одинаковыми кубическими 
формами: 

λ ε ( , ), λ ε ( , )x x f x x x x f x x    . 

Отметим, что функция выражена в форме 
2 22 γQ xx q qq q       

и удовлетворяет дифференциальному уравнению 
4

4
1

0

2 2ε( ) ( , ); 2 2ε ( )Q Q q q P q q Q Q p p q q 
 



             . 
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Согласно методу Пуанкаре–Дюлака, для уравнения (1) выполняется замена переменных: 
3 3

3 3

0 0

ε , εy x a x x y x a x x   
 

 

       . 

Затем можно выполнить нелинейную замену кубических переменных с коэффициентами a , на-

значенными из условия упрощений дифференциальных уравнений, с тем, чтобы в преобразованном 
уравнении остался только один неустранимый кубический моном и малая невязка δ : 

2 2λ ε δ , λ ε δy y a y y y y a yy         . 

Перейдем к показательной форме [11], полагая  
2ρexp( θ), ρy i u  . 

В силу уравнения (1) получаем систему 
θ 3ρ ρ θ ( β)ρ ε( )ρiye i i a ib        , 

* 3 * 2ρ ρ ε ρ ,θ β ε ρa b     . 

Получим дифференциальные уравнения для амплитуды 2ρu   и фазы θ
22 2εu u au    , (2) 

θ β εbu  . (3) 

В рамках преобразования вещественных переменных получим уравнение (2) и (3) новым спосо-
бом. Введем вещественную переменную, составленную из однородной квадратичной формы и однород-
ной формы четвертой степени с неопределенными коэффициентами: 

4
ν 4 ν

ν
ν 0

ε ;u Q V V a q q 



     ,	 2 22 γQ q qq q    . 

Для краткости записи в дальнейшем будем опускать знаки суммирования. 
Предварительно приведем подобные члены в выражении посредством сдвига в отсчете нелиней-

ных индексов: 
ν 1 3 ν ν 4 ν ν 1 5 ν

ν ν ν(4 ν ) 2 ν γν ε ,V a q q a q q a q q R       
          

ν 4 ν
ν 1 ν ν 1ε ; [(5 ν) 2 ν γ(ν 1) ] ,V U R U a a a q q 
           

ν 1 4 ν ν ν 1 7 ν ν 6
ν ν ν ν 1 νν ν ν k k

kR a q q P a p q q a p q q       
       , 

6
6

1 2 1 3 2 4 3
0

; 2 3 4k k
k k k k k k

k

R R q q R a p a p a p a p
  



      , 

ν 2 4 ν ν 1 5 ν ν 6 ν 6
ν ν ν 2 12 γ ( 2 γ ) ,k k

k k kQV a q q a q q a q q a a a q q     
           

6
6

2 1
0

; 2 γ .k k
k k k k k

k

QV R q q R a a a
 



        (4) 

Найдем выражение невязки, учитывая (4), и пренебрегая величинами третьего порядка малости: 
ε ,U Q V   (5) 

22 2εu u au    ,  
2δ 2 2ε .u u au    (6)

Нелинейную степенную форму экономизируем по методу Чебышева [12]. 
Подставим выражение (6) в формулу (5): 

2 2 3 2δ 2 ε[ 2 2 ] 4ε 2εQ Q V V aQ aQV aV          . 

Выделим элементы второго порядка малости: 
ν 4 ν ν 1 4 ν 2 2

ν 1 ν ν 6δ ε[2( 2 ) ν ( 2 γ ) 2 2 ] εp p q q a q q q q V qQ W  
            , (7)

ν 1 4 ν 2 2 ν 4 ν ν ν 1 7 ν ν
6 ν ν ν4 ν 4 ( 2 γ ) ν ,W aQV a q q p a q qq q a q q a pq q         

            
6 6

6 2 1 ν 1 ν4 ( 2 γ ) ν .k k k k
k k k kW a a a a q q a p q q 
        

(8)

Представим выражение (8) как 
6

6
6

0

k k
k

k
W A q q 


   ,   

3

ν 1 ν 1 2
ν 0

ν 4 (γ 2 )k k k k kA a p a a a a   


     . 

Применим экономизацию по Чебышеву [13] в области {( , ) : , }G q q q r q r     для формы 6W  :

3 3, ;( , )q hq q hq q q G     , 
23

4
h r .

 
Выполним аппроксимацию формы 6W : 
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4 3 2 2 3 3 2 2 3 4
6 4 0 1 2 3 4 5 6

1
( ) ,

2
W W h A q A qq A q q A q q qq A q q A q q A q          

 
      

4
ν 4 ν

6 4 ν 0 0 1 1 3 2 2 4 3 5 3 4 6
ν 0

1 1
; ; ; ; ; .

2 2
W W B q q B A B A A B A A B A A B A


           (9)

Сделаем подстановку выражения (9) в формулу (7): 
ν 4 ν 2

ν ν 1 ν ν 1 ν νδ ε{[2( ) 2 ν γ(ν 1) 2 ε ] 2 },p p a a a hB q q aQ
            (10)

4
2 ν 4 ν 2 2

ν 0 1 2 3 4
ν 0

; γ ; 4 γ; 4 2γ; 4 ; 1.Q c q q c c c c c


            

В соответствии с методом Пуанкаре–Дюлака [14] приравняем выражение в формуле (10) к нулю: 

ν ν 1 ν 1 ν ν ν2( ) γ(ν 1) 2 (ν 1) 2 ε 0

(ν 0,...,4)

p p a a ac hB          


. (11)

Найдено решение системы уравнений (11). Искомые коэффициенты представлены в следующей 
форме: 

2 3 2 3 2 2 2 2 2
2 3 3 4 0 3 2 3 0 1

2 2 4 2 3 2 3 2 2 2
1 2 0 3 3 3 1 3 1 0 2

2 2 4 3 3
1 3 0 4 3 4 2 3 1

( 24 γ ε 24 γ ε 96 γ ε 72 γ ε 48 γε

24 γε 24 γε 51 γ ε 12 γ ε 30 γ ε 9 γ ε 9 γ ε

6 γ ε 18 γ ε 24γ ε 12γ ε 12γ ε

a hp p hp p hp p hp p hp p

hp p hp p hp hp hp p hp hp p

hp p hp p hp p hp p hp

           

             

      4 3 2
4 1 2

3 2 3 2 2 4 3 4 3 2
0 3 1 4 2 3

24 γ 24 γ

24 γ 18 γ 24 γ 12 γ 18 γ 12γ 12γ) / ( (2 γ)) ,

p p p

p p p p p p

    

           
2 3 2 3 2 2 2 2 2

1 2 3 3 4 0 3 2 3 0 1

2 2 4 2 3 2 3 2 2 2
1 2 0 3 3 3 1 3 1 0 2

2 2 4 3 3
1 3 0 4 3 4 0 3

(24 γ ε 24 γ ε 120 γ ε 72 γ ε 48 γε

24 γε 24 γε 51 γ ε 12 γ ε 30 γ ε 9 γ ε 9 γ ε

6 γ ε 18 γ ε 24γ ε 12γ ε 12γ ε

a hp p hp p hp p hp p hp p

hp p hp p hp hp hp p hp hp p

hp p hp p hp p hp p hp

          

             

      3 4
2 3 1 4 1

3 2 2 3 2 2 4 3 2 4 2 2
2 3 1 4 2 0 3

12γ ε 24 γ

24 γ 18 γ ) / ( ( ))24 γ 12 γ 18 γ 12 γ 12γ 6γ γ 2 ,

p hp p p

p p p p p p p

   

             

1

2 2 3 2 2 2 2 3 2 3
2 0 0 0 0 1

2 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2
1 1 1 2 0 2 0 2

2 2 3 3 4 2 2 3 2 3
0 2 3 3 1 3 1 3 1 3

4 3
1 3

( 12 γ 6γ 12 γε 6γ ε 60 γ 6 γ

6 γε 3γ ε 18 γ ε 36 γ 6 γε 3γ ε

18 γ ε 36 γ 24 γ 8 γ ε 10γ ε 48 γ ε

6γ ε 24 γ ε

a p p hp hp p p

hp hp hp p hp p hp p

hp p p p hp p hp p hp p

hp p h

           

         

          

  2 3 2 2 4 2 2 2
2 3 3 3 0 4

4 3 5 2 4 2 2 4 3 2
3 4 1 4 3 3 4

10 γ ε 54 γ ε 36 γ ε

48 γ ε 24 γ ε 24γ ε 17γ ε 24 γ 6γ γ) / ( ( )) ,2

p p hp hp hp p

hp p hp p hp hp p

      

        
3 2 2 2 2 3 2 2

3 0 0 0 1 1 0 1 0 1

2 2 2 3 2 3 2 2
1 1 2 2 0 2 0 2 1 2

2 2 3 4 2 2 3 2
1 2 3 3 0 3 0 3 1 3

( 36 γ 6 γ 6 γε 42 γ 6γ 72 γε 12γ ε

3 γε 9 γ ε 36 γ 24 γ 3 γε 9 γ ε 36 γε

6γ ε 18 γ 12γ 36 γε 6γ ε 36 γ ε

36

a p p hp p p hp p hp p

hp hp p p hp p hp p hp p

hp p p p hp p hp p hp p

             

            

   



    

2 3 2 3 2 2 2 2 4 2 3 2
2 3 3 4 0 3 2 3 3 3

3 2 2 4 4 3
1 3 1 3 0 4 2 3 3 4 0 3

3 3 4 3 2
2 3 1 4 4

γ ε 36 γ ε 144 γ ε 108 γ ε 27 γ ε 5 γ ε

24 γ ε 4 γ ε 18 γ ε 6γ ε 18γ ε 24γ ε

6γ ε 12γ ε 12 γ 9γ 2 γ) / ( ( )) ,

hp p hp p hp p hp p hp hp

hp p hp p hp p hp p hp p hp p

hp p hp p p

          

        

    
2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 3 3 1 3 1 3 0 1

2 3 3 2 2 2
0 2 2 3 3 4 0 3 2 3 1 4

4 2 3 2
0 1 1 2 0 3 3 3

( 96 γ ε 68 γ ε 24 γ ε 40 γε 24 ε 12 ε

12 ε 24 γ ε 72 γ ε 96 γ ε 96 γ ε 24 γ ε

48 γε 24 γε 24 γε 51γ ε 12γ ε 30

a hp hp hp p hp p hp hp

hp p hp p hp p hp p hp p hp p

hp p hp p hp p hp hp

             

           

        3 2 2
1 3 1

2 2 2 3 2 3 2 2 2 3
0 2 1 3 0 4 1 4 2 0 3

2 3 2 3
1 2

γ ε 9γ ε

9γ ε 6γ ε 18γ ε 24 γ 24 γ 24 γ 24 γ 6 γ

24 γ 18γ 36(2( ) )γ γ) / .

hp p hp

hp p hp p hp p p p p p p

p p

 

            

   
В работе объектом рассмотрения является математическая модель динамической системы в виде 

обыкновенных дифференциальных уравнений с нелинейными частями в форме многочленов с постоян-
ными и периодическими коэффициентами. 

Найдены искомые коэффициенты преобразования и получено решение уравнений (2) и (3): 

  2
0/ ε / ε ,te uu     

 2
00 0(ε ( / β) log ε ) 2 .ε / εtb a t b e a u a u a      
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Применение модифицированного метода многочленных преобразований. 

В качестве примера рассмотрим применение модифицированного метода для уравнения Ван-дер-

Поля, представленного в форме (1) 22 γ εq q q qq      . 

Для уравнения Ван-дер-Поля получены искомые коэффициенты: 

   
   

 
 

3 2 2 2 3 2

3 2 2 2 2 2
1

5 3 2 3 4 2 2 3 2
2

4 2 2 3 3 3 2
3

3 2 2 2
4

8 γ 8 γ 4 3γ / 4γ 2 γ ,

8 γ 8 γ 4 ε 3γ ε / 2γ 2 γ ,

( 16 γ 20 γ 2 γ 8 ε 2 (3γ 1)γε γ ε ) / 2γ γ 2 ,

( 12 γ 14 γ 2γ 6 ε γ(1 3γ)ε ) / 3γ 2 γ ,

(8 γ 8 γ 4 ε 3γ

a h h

a h h

a h h h

a h h

a h

      

     

       

  

    

    

      

     

    

   

  2 3 4ε ) /(24 γ 12γ ).h  
Для уравнения Ван-дер-Поля применен модифицированный метод преобразований и получены 

выражения для амплитуды и фазы автоколебаний в аналитическом виде: 

       2 23 2 3 2 2 3 2
0 0

2 22γ 0,5γ γ 0,5γ ε 2 γ 0,75 ε 2 γ 0,5625γ ε sinh ,ρ / ρ ( )ρ t te e t           

  2
0 0

2 2θ ρ( / β) lo 2 θg ε 1 ./t tb a t b a e e a         

При значениях параметров ε 0,6, 0,3, γ 1      для уравнения Ван-дер-Поля найдены значения 

амплитуды и фазы колебаний:  

0,6

3,90625
, .

1 0,0234375 t
t +

e


     


 

Выполнено сравнение решения уравнения Ван-дер-Поля, найденного модифицированным методом 
с точным решением численным методом Рунге-Кутта. 

Для уравнения Ван-дер-Поля легко получить оценку погрешности, например, для амплитуды по-
грешность составляет 1,1788%: 

2
δ 100

3
%

,9062
1,1788%.

2

5
    

Погрешность решения модифицированным методом составляет 1%, что показывает применимость 
предложенного метода для исследования автоколебаний нелинейных механических систем. Оценка по-
грешности обычного метода многочленных преобразований составляет 2%, что показывает целесообраз-
ность модификации метода с применением экономизации Чебышева. 

Заключение 

В работе рассматривается математическая модель динамической системы с одной степенью свобо-
ды, представленная в виде обыкновенных дифференциальных уравнений с нелинейными частями в фор-
ме многочленов с постоянными и периодическими коэффициентами. В работе представлен модифициро-
ванный метод для исследования автоколебаний нелинейных механических систем. Авторами разработан 
уточненный метод преобразования и интегрирования уравнения, основанный на методе нормализации 
Пуанкаре–Дюлака. Уточнение метода заключается в учете нелинейных членов высших порядков мето-
дом экономизации Чебышева. Выполняется аппроксимация остаточных членов высших порядков одно-
родными формами меньших порядков, в рассмотренном случае – кубическими формами. В качестве 
примера рассмотрено применение модифицированного метода для уравнения Ван-дер-Поля и получены 
выражения для амплитуды и фазы автоколебаний в аналитическом виде. Выполнено сравнение решения 
уравнения Ван-дер-Поля, найденного разработанным методом, с точным решением численным методом 
Рунге–Кутта. Погрешность решения модифицированным методом составляет 1%, что показывает приме-
нимость разработанного метода для исследования автоколебаний нелинейных динамических систем с 
постоянными и периодическими параметрами. 
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