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Аннотация 
Представлено решение проблемы модификации алгоритма финитного управления с целью уменьшения времени 
переходного процесса замкнутой системы. Объект управления представляет из себя цепь последовательно 
соединенных интеграторов с доступным для измерения вектором состояния. Предполагается, что объект управления 
функционирует в условиях детерминированных внешних возмущающих воздействий и параметрических 
неопределенностей системы. Преимуществом модифицируемого алгоритма по сравнению с ранее представленными 
результатами является отсутствие необходимости выполнения дополнительных вычислительных процедур. Однако в 
качестве недостатка можно выделить более низкую скорость схождения траекторий системы к положению 
равновесия. Представленная модификация закона финитного управления позволяет уменьшить время переходного 
процесса замкнутой системы. Модифицированный алгоритм финитного управления разработан с использованием 
сочетания метода неявно определенной функции Ляпунова с теорией обобщенно однородных систем. Получены 
аналитические выражения, позволяющие произвести оценку времени сходимости вектора состояния объекта 
управления к положению равновесия, а также возможности уменьшения времени сходимости при использовании 
предложенного подхода. Проведено компьютерное моделирование разработанного алгоритма управления на системе, 
состоящей из трех последовательно соединенных интеграторов с детерминированным внешним возмущающим 
воздействием в канале управления. Компьютерное моделирование подтвердило эффективность представленных 
теоретических результатов. 
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Abstract 
This paper is devoted to tuning of the finite-time control algorithm in order to reduce the transient process time of a closed-
loop system. The control object is a chain of consecutively connected integrators with a state vector available for 
measurement. It is assumed that the control object operates under conditions of deterministic external disturbances and 
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parametric uncertainties of the system. The advantage of the modifiable algorithm in comparison with previously presented 
results is the absence of the need for additional computational procedures. However, a lower convergence rate of the system 
trajectories to the equilibrium position can be noticed as a drawback. The presented tuning of the finite control law makes it 
possible to reduce the time of the transient process of a closed system. The tuned finite-time control algorithm is developed 
by combination of the method of implicitly defined Lyapunov function with the theory of weighted homogeneous systems. 
Analytic expressions are obtained that give the possibility to estimate the convergence time of the state vector to the 
equilibrium position, as well as the possibility of its decrease at the proposed approach application. Computer simulation of 
the developed control algorithm was performed on the triple-integrator system with deterministic external disturbances in 
control channel. It has confirmed the effectiveness of the presented theoretical results. 
Keywords 
finite-time control algorithms, implicitly defined Lyapunov function method, convergence speed increase, finite-time stable 
systems, weighted homogeneous systems 
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Введение 
 

В практике управления зачастую возникает необходимость создания алгоритмов финитного управ-
ления, которые обеспечивают завершение всех переходных процессов за конечное время (см., например, 
[1–4]). В частности, создание алгоритмов финитного управления является актуальной задачей для робо-
тотехнических, электромеханических, аэрокосмических, транспортных и других приложений (например, 
[4, 5]). 

Настоящая работа посвящена развитию закона финитного управления, представленного в работах 
[6, 7], для стабилизации системы последовательно соединенных интеграторов при наличии внешних воз-
мущений и неопределенностей. Такая постановка задачи является весьма актуальной в связи с тем, что 
схемы управления зачастую могут быть легко расширены для более широкого класса систем (см., напри-
мер, [8]), и, более того, существует множество механических и электромеханических приложений, опи-
сываемых данной моделью [5]. 

Результат работ [6, 7] является развитием [9] и позволяет финитно стабилизировать рассматривае-
мую систему, не требуя при этом каких-либо дополнительных вычислительных процедур, в отличие от 
работы [9]. Однако при практической реализации алгоритма из работ [6, 7] было выявлено, что скорость 
сходимости может быть значительно медленнее по сравнению с результатами работы [9]. Таким образом, 
основной целью настоящей работы является модификация алгоритма финитного управления [6, 7], по-
зволяющая сократить время установления финитной стабилизации системы. Полученный результат ос-
нован на сочетании метода неявной функции Ляпунова с теорией однородных систем. Результаты компь-
ютерного моделирования подтверждают эффективность предложенного метода. 

Используемые обозначения: { : 0}R x R x    , где R  – множество вещественных чисел;   

обозначает евклидову норму, т.е. 2 2
1 nx x  x   для nRx ; положительная (отрицательная) опреде-

ленность (полуопределенность) симметрической матрицы T n nR  P P  обозначена через 0P  ( 0P ,
0P , 0P ); наименьшее и наибольшее собственные числа симметрической матрицы TP P  обозначе-

ны, как minλ ( )P  и maxλ ( )P  соответственно; 1{ }n
i idiag   обозначает диагональную матрицу с элементами 

i  на главной диагонали. 
 

Предварительные сведения и постановка задачи 
 

Определения устойчивости 
Рассмотрим систему в виде 

0( , ), (0)f t x x x x , (1) 

где nRx  – вектор состояния; n nf R R R    – нелинейное непрерывное векторное поле, которое 

может быть разрывным по отношению к переменной состояния. Положим, что начало координат являет-
ся положением равновесия системы (1). 

Определение 1. Решение 0x   системы (1) называется локально асимптотически устойчивым, ес-
ли оно устойчиво по Ляпунову и выполняется условие 0 0lim ( , , ) 0

t
x t t x


  для любых 0x , лежащих в дос-

таточно малой окрестности нуля. Если данное условие выполняется для 0
nR x , тогда система гло-

бально асимптотически устойчива. 
Определение 2 [1, 10]. Начало координат системы (1) является глобально финитно устойчивым, 

если выполняются следующие положения: 
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 система (1) финитно аттрактивна, т.е. существует такая функция : \{0}nT R R , что 

0
0( )

lim ( , ) 0
t T x

x t x


  для всех 0 \{0}nRx ; 

 система (1) устойчива по Ляпунову. 
Функция времени установления T  позволяет оценить время перехода в состояние равновесия. 
Обобщенно однородные системы [11–13] 

Введем вектор весов  1, ,
T

nr rr   и симметрическую матрицу 1(λ) {λ } ,ir n
idiag D  где 

, {1, , }ir R i n    и λ 0.  Отметим, что  1
1(λ) λ , , λ n

Trr
nx x xD   для  1, ,

T n
nx x R x  . 

Определение 3 [12]. Функция : ng R R  (векторное поле : n nf R R ) называется обобщенно 

однородной со степенью m , если  (λ) λ ( )mg gD x x    (λ) λ (λ) ( )mf fD x D x  для всех 0   и nRx . 

Введем однородную норму 

1
ρ ρ

1

i

n

r
ir

i

x


 
  
 
x , где maxi ir  . Легко заметить, что однородная нор-

ма является обобщенно однородной со степенью 1. 
Теорема 1 [13]. Пусть f  – однородное непрерывное векторное поле на пространстве nR , такое, 

что система (1) локально асимптотически устойчива. Тогда система (1) глобально асимптотически устой-
чива, и для нее существует однородная функция Ляпунова V . 

Согласно определению однородности, для обобщенно однородной функции Ляпунова V  со степе-
нью однородности m  существуют такие положительные константы 1c  и 2c , что выполняется следующее 

неравенство: 

1 2( )
m m

r r
c V x c x x . (2) 

Метод неявной функции Ляпунова 
Следующая теорема представляет метод неявной функции Ляпунова [14, 15], развитый для анали-

за финитной устойчивости. 
Теорема 2 [9]. Если существует такая непрерывная функция 1( , ) : nQ V R R x , что: 

 ( , )Q V x  непрерывно дифференцируема для \{0}nR x  и V R  ; 

 для любого \{0}nR x  существуют такие V R
  и V R

 , что 

( , ) 0 ( , )Q V Q V  x x ; 

 
0

( , )

lim 0
V

V




x

x

, 
0

( , )

lim 0
V
V





x

x , 
( , )

lim
V

V



 
x

x

, где 1{( , ) : ( , ) 0}nV R Q V   x x ; 

 неравенство 
( , )

0
Q V

V


  


x

 выполняется для \{0}nR x  и V R  ; 

 неравенство 1 μ( , ) ( , )
( ) η

Q V Q V
f V

V
 


 

x x
x

x
 выполняется для ( , )V x  и некоторых констант 

0 1    и 0  , 

тогда начало координат системы (1) финитно глобально устойчиво с оценкой времени установления 
μ

0
0( )

ημ

V
T x . 

Основываясь на данном результате, в работе [9] был предложен финитный закон управления для 
системы, описывающей цепь интеграторов с внешними возмущениями и параметрическими неопреде-
ленностями: 

( , )u tx = Ax + b d x , (3) 

где nRx  – вектор состояния; u R  – управляющее воздействие; ( , )td x  описывает неопределенности 

системы и внешние возмущения, 

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 

A




    



 и 

0

0

0

1

 
 
 
 
 
 
 
 

b  . 

Введем неявно обозначенную функцию Ляпунова 
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1 1( , ) ( ) ( ) 1,TQ V V V  x x D PD x   (4) 

где T n nR  P P  – симметрическая положительно определенная матрица, 1 ( )μ
1(λ) {λ }n i n

idiag  
D  – 

диагональная матрица, μ (0,1] . 

Теорема 3 [9]. Система (3) робастно финитно устойчива для некоторого возмущающего 
воздействия ( , )td x , если выполняются следующие условия: 

 разрешима система линейных матричных неравенств  

μ μ

β 0,

υ 0, 0

T T T
n     

    

AX + XA by + y b X I

X XH H X X
 

для μ 1{ 1 ( 1)μ}n
idiag n    H , μ (0,1] , υ, ,β : βR    , n nR X , 1 nR y ; 

 управление выполнено в виде 

 1 μ 1( , )u V V V x kD x , (5) 

где : ( , ) 0V R Q V x  и функция ( , )Q V x

 

представлена в виде (4) для 1P = X , k = yP ; 

 функция ( , )td x  удовлетворяет неравенству 
2μ 2 1 2( , ) ( ) ( , ) βTV t V t d x D d x . 

Оценка функции времени установления приведена в форме 
μ

0
0

υ
( )

( β)μ

V
T 

 
x . (6) 

Однако практическая реализация данного алгоритма управления требует разработки специальной 
вычислительной процедуры для расчета неявно определенной функции Ляпунова в каждый момент вре-
мени, поскольку закон управления (5) зависит от значения функции Ляпунова в явном виде. Работы [6, 7] 
посвящены развитию данного результата и не требуют выполнения каких-либо дополнительных проце-
дур. 

Теорема 4 [6]. Если разрешима система линейных матричных неравенств 

μ μ

β 0,

υ 0, 0, β γ ,

( )γ
0, 0

( ) β

T T T
n

n

n

T
n n

c

c

     

     


   
        



AX + XA by y b X I

X XH H X X I X

X I Hy

I H Iy X

 

для μ 1{ 1 ( 1)μ}n
idiag n    H , ( 1 )μ

1(λ) {λ }n i n
idiag  
H , μ (0,1] , , β, γ, : βс R    , n nR X , 1 nR y  и 

существует такое uc , которое удовлетворяет одному из неравенств – 

1
2u

c
c c

c
  , 

2
1 u

c
c c

c
  , 

где коэффициенты 1c  и 2c  удовлетворяют неравенству (2), тогда управление 

    1 μ 1
( ) u ur r

u c c
 

x x kD x x , (7) 

где 1k = yX , финитно стабилизирует систему (3) при ( , ) 0t d x . 

Оценка функции времени установления в соответствии с (6) приведена в форме 
μμ

20
0

υυ
( )

( β)μ ( β)μ
r

сV
T  

   

x
x . 

Аналогичный результат для случая ( , ) 0t d x  представлен в [7]. 
 

Постановка задачи 
 

Приведем результаты численного моделирования для системы (3) третьего порядка ( 3n  ) для 

1 2( , ) ( , ) 0d t d t x x , 0,8
3 1( , ) 0,2sin( )d t xx  и законов управления (5) и (7) соответственно. На рис. 1 и 2 

представлены результаты моделирования при μ 0, 2  для систем управления (3), (7) и (3), (5), синтезиро-

ванных соответственно теореме 3 и теореме 4. Из результатов численного моделирования видно, что ско-
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рость сходимости для системы (3), (7) (рис. 1) может быть значительно меньше по сравнению с результа-
тами работы [9] (рис. 2), что объясняется наложением дополнительных ограничений при синтезе регуля-
тора (7). 

 

 
 

Рис. 1. Переходные процессы системы (3), (7) для 3n   и μ 0, 2  
 

 
 

Рис. 2. Переходные процессы системы (3), (5) для 3n   и μ 0, 2
  

Основываясь на этом, в рамках данной работы была поставлена цель модифицировать алгоритм 
финитной стабилизации (7), позволяющий повысить скорость сходимости системы.  
 

Увеличение скорости сходимости финитно устойчивой системы 
 

Увеличению скорости сходимости финитно устойчивых систем посвящен ряд работ (см., напри-
мер, [16, 17]). В данной работе сокращение времени переходных процессов замкнутой системы достига-
ется с использованием сочетания метода неявной функции Ляпунова с теорией обобщенно однородных 
систем. Приведем алгоритм управления, основанный на (7), который позволяет увеличивать скорость 
схождения финитно устойчивой системы вида (3). 

Лемма. Для параметра λ 1  и диагональной матрицы 1
1{λ }i n

idiag 
L  алгоритм управления в виде 

    1 μ 1

λ ( ) λn

r r
u c c

 
x Lx kD Lx Lx  (8) 

стабилизирует систему (3), ( , ) 0t d x  за конечное время с функцией времени установления, не превосхо-

дящей значения 
μ
2
μ
2 λ

c
T

c
, где T  соответствует выражению (6), 2c  аналогично выражениям (2) и (4) соот-

ветствует 

1 2( )yr r
c V c x x x , (9) 

1 1( , ) ( ) ( ) 1T
y y yQ V V V  x x D PD x , 

где : ( , ) 0y yV R Q V x , P LPL . 

Доказательство. Рассмотрим систему (3) с законом управления в виде (8) для ( , ) 0t d x : 

    
    

λ

1 μ 11

1 μ 11 1

( )

λ

=λ λ ,

n

r r

r r

u

c c

c c

 

  

  

  



x Ax b x

AL Lx b Lx kD Lx Lx

L ALx L b Lx kD Lx Lx



, 

тогда, обозначив y Lx , получим  

λ[ ( )]u y Ay b y , (10) 

где ( )u y  представлен в форме (7). Система (10) финитно устойчива, так как ввиду обобщенной однород-

6 

4 

2 

0 

–2 

–4 

–6 
0           5          10         15          20         25         30         35         40          45         t 

х1 

х2 
х3 

6 

4 

2 

0 

–2 

–4 

–6 
0           5          10         15          20         25         30         35         40          45         t 

х3 
х2 

х1 



К.А. Зименко, А.Е. Поляков  
 

Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики,  
2017, том 17, № 6  1023 

ности системы можно получить λ 0 0( , ) (λ , )Y t Y ty y , где λ 0( , )Y t y  является решением системы (10), 

0(λ , )Y t y  является решением системы ( )u y Ay b y . Тогда функция установления системы (10), соглас-

но выражению (6), ограничена выражением 
μ
0 1

υ
λ

( β)μ
y

y

V
T 

 
, 

где 0 (0)y yV V , функция yV  неявно обозначена следующим алгебраическим выражением: 

   1 1 1T
y yV V  y D PD y . 

Таким образом, функция установления системы (3), (8) ограничена выражением  
μμμ μ

20 1 1 2
μ
2

υυ
λ λ

( β)μ ( β)μ λ
y r

y

cV c
T T

c
   

   

x
, 

где 2c  соответствует выражению (9). 

Аналогичный результат можно получить и для случая ( , ) 0t d x , согласно [16]. 

Отметим, что параметры 1c , 2c , 1c , 2c  могут быть численно найдены на некоторой сетке, т.е. 

задается некоторая числовая сетка с заданным шагом, в узлах которой вычисляется значение параметров, 
а затем выбирается максимальное (минимальное) значение из всех вычисленных. 

Для того чтобы сравнить полученный алгоритм с алгоритмом управления (7), было проведено 
компьютерное моделирование системы (3), (8) с такими же параметрами P , k , μ  и 0x , как и для 

примера, приведенного на рис. 1. На рис. 3 и 4 представлены результаты компьютерного моделирования 
для параметров λ 2  и λ 4  соответственно. Таким образом, скорость схождения системы к началу 

координат была увеличена в 
μ
2
μ

2

λ
2,748

c

c
  раз при λ 2  и в 

μ
2
μ

2

λ
5,496

c

c
  при λ 4 . 

 

 
 

Рис. 3. Переходные процессы системы (3), (8) для 3n  , μ 0, 2  и λ 2  

  

Рис. 4. Переходные процессы системы (3), (8) для 3n  , μ 0, 2  и λ 4  
 

Заключение 
 

В работе представлен модифицированный алгоритм финитной стабилизации для системы вида (3), 
позволяющий уменьшить время завершения всех переходных процессов. Статья представляет развитие 
результатов работ [6, 7]. Полученный результат основан на сочетании метода неявной функции Ляпунова 
с теорией обобщенно однородных систем. Эффективность предложенного метода подтверждается 
результатами компьютерного моделирования. 
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