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Аннотация
Предмет исследования. В работе рассмотрена задача управления движением мобильного робота вдоль 
заданной гладкой траектории без измерения координат положения. Метод. Для решения поставленной задачи 
использован адаптивный наблюдатель локальных координат подвижного объекта по измерениям линейной 
скорости, угла рысканья и дальности до одного маяка с известными координатами. Определено минимальное 
расстояние от робота до заданной гладкой траектории. Исходя из оценки координат робота и расстояния 
до кривой синтезирован закон управления движением вдоль траектории с желаемой скоростью в условиях 
неопределенности математической модели. Алгоритм управления движением основан на робастном методе 
последовательного компенсатора для ограничения отклонений робота от заданной траектории. Основные 
результаты. Предложенный наблюдатель координат обеспечивает асимптотическую сходимость к нулю ошибки 
оценивания. В работе предложено два алгоритма определения минимального расстояния от робота до траектории: 
точное аналитическое вычисление и нелинейный наблюдатель, который гарантирует сходимость оценки к 
истинному значению за сколь угодно малое время. Траекторный регулятор делает возможное движение робота 
вдоль заданной траектории с ограниченной ошибкой. Практическая значимость. Применение рассмотренного 
подхода позволит решать задачи управления движения мобильного робота без измерения координат положения. 
Подход может найти широкое применение в задачах управления беспилотными автомобилями в случае его 
движения в тоннеле или под мостом, где невозможно измерению координаты с помощью спутниковой системы 
навигации ГЛОНАСС, GPS. 
Ключевые слова
робастное управление, траекторное управление, мобильный робот, одномаяковая навигация, последовательный 
компенсатор, наблюдатель нелинейных систем, метод оценивания состояния
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Abstract
The paper considers the problem of controlling the movement of a mobile robot along a given smooth trajectory without 
measuring its position coordinates. To solve the problem, an adaptive observer of the local coordinates of a moving object 
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is used by measuring the linear speed, yaw angle, and range to a beacon with known coordinates. Then the minimum 
distance from the robot to the given smooth trajectory is determined. Based on the estimates for the coordinates of 
the robot and the distance to the curve, we synthesized the control law of the movement along the trajectory with the 
desired speed under the conditions of uncertainty of the mathematical model. The motion control algorithm is based on 
the robust sequential compensator method, which ensures that the deviations of the robot from a given trajectory are 
limited. The proposed coordinate observer ensures asymptotic convergence of the estimation errors to zero. In this paper, 
we propose two algorithms for determining the minimum distance from the robot to the trajectory: an exact analytical 
calculation and a nonlinear observer that guarantees the convergence of the estimate to the true value in an arbitrarily 
short time. The trajectory regulator ensures the movement of the robot along a given trajectory with a limited error. 
The application of the proposed approach allows one to solve the issues of controlling the movement of a mobile robot 
without measuring the position coordinates. The approach can be widely applied for controlling self-driving vehicles 
when they run in tunnels or under a bridge, where it is not possible to measure their coordinates using the satellite 
navigation systems (GLONASS or GPS).
Keywords
robust control, trajectory control, mobile robot, single-beacon navigation, sequential compensator, observer of nonlinear 
systems, state estimation method
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Введение

Глобальная система позиционирования [1, 2] — 
комплексная электронно-техническая система, со-
стоящая из совокупности наземного и космического 
оборудования, предназначенная для определения ме-
стоположения, а также параметров движения (скорость, 
направление движения и др.) для различных целей. 
Каждый спутник глобальной системы позициониро-
вания непрерывно передает радиосигнал, содержащий 
текущее время и данные о своем местоположении. 
Приемник контролирует несколько спутников и решает 
уравнения для определения точного положения прием-
ника и его отклонения от истинного времени. В насто-
ящее время существует несколько глобальных систем 
позиционирования: GPS (Global Positioning System), 
ГЛОНАСС (глобальная навигационная спутниковая 
система), китайская система спутниковой навигации 
Бэйдоу, система спутниковой навигации Европейского 
союза GALILEO. Несмотря на свою эффективность 
глобальная система позиционирования недостаточно 
точна или не применима для локальной навигации в за-
крытых помещениях, включая тоннели, мосты и здания.

Одна из стандартных систем локализации в любом 
автономном транспортном средстве — метод одомет-
рии [3]. Метод основан на использовании данных от 
бортовых датчиков транспортного средства для оценки 
изменений его положения и ориентации. Также метод 
используется в автономных системах для оценки их 
положения относительно исходного местоположения. 
В колесных роботах одометрия основана на движении 
каждого колеса. Датчик угла поворота прикреплен к ве-
дущим колесам робота, и, зная диаметр колеса, можно 
приблизительно определить линейное смещение каждо-
го колеса. Используя перемещение колес и расстояние 
между ними, рассчитывается положение и ориентация 
робота. Все вычисления построены на информации 
датчика угла поворота, который в реальном времени 
получает угол поворота каждого колеса. Главный не-

достаток одометрии — возрастающая погрешность. 
Одометрия начинается с исходного местоположения, и 
это положение обновляется с небольшими приращени-
ями с использованием интеграции информации, полу-
ченной от датчиков. В результате интеграции данных 
датчиков увеличиваются ошибки, и поэтому точность 
конечного положения невелика. Данные одометрии ро-
бота действительны только до нескольких метров. Для 
получения качественной системы локализации требу-
ются дополнительные датчики, в комплексе с которыми 
удастся получить приемлемые оценки положения.

Инерциальная навигация система (ИНС) [4] — си-
стема навигации (определение координат и параметров 
движения различных объектов — судов, самолетов, 
ракет и др.) и управления их движением. ИНС основана 
на свойствах инерции тел и является автономной, т. е. 
не требует наличия внешних ориентиров или поступа-
ющих извне сигналов. В состав ИНС входят инерци-
альные датчики (Inertial Measurement Unit, IMU): аксе-
лерометр (определяет линейное ускорение) и гироскоп 
(измеряет угловую скорость). С помощью IMU можно 
определить отклонение связанной системы координат 
с корпусом мобильного робота от системы координат, 
связанной с Землей, получив углы ориентации: рыска-
ние (курс), тангаж и крен. Угловое отклонение коор-
динат в виде широты, долготы и высоты определяется 
путем интегрирования показаний акселерометров.

Известен метод одномаяковой навигации [5–7], 
применяемый в навигации автономного необитаемого 
подводного аппарата (АНПА) в среде, где системы, та-
кие как GPS или ГЛОНАСС недоступны. Суть данного 
метода состоит в измерении дальности до маяка и ис-
пользовании его для коррекции результатов счисления 
места АНПА по курсу и скорости, измеряемых борто-
выми средствами АНПА. Достоинство метода — мини-
мум необходимой аппаратуры. Для реализации метода 
одномаяковой навигации используются: расширенный 
фильтр Калмана; метод максимального правдоподобия; 
последовательный метод Монте-Карло или фильтр ча-
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стиц (particle filter); алгебраический и геометрический 
методы. 

В настоящей работе предложен новый способ вы-
числения минимального расстояния от робота до за-
данной траектории, которая построена в виде гладкой 
кривой. Рассмотрен новый метод оценивания пеленга 
по имеющимся измерениям курса, линейной скорости 
и расстоянию до стационарного маяка с точно извест-
ными координатами и с последующим вычислением 
координат на плоскости. Применен робастный регу-
лятор, основанный на методе последовательного ком-
пенсатора, обеспечивающий решение задачи движения 
робота вдоль траектории с ограниченной ошибкой, 
максимальное значение которой может регулировать-
ся с помощью настроечных параметров. Представлен 
пример численного моделирования системы траек-
торного управления с нелинейными наблюдателями, 
оценивающими положение робота относительно маяка 
и отклонение робота от заданной траектории движения.

Постановка задачи

Рассмотрим мобильный робот, движущийся на пло-
скости, непрерывная траектория которого может быть 
представлена в виде гладкой кривой

 S: 
xs = x(s)
ys = y(s)

,

где (xs, ys) — координаты некоторой точки, принадлежа-
щей кривой. Положение мобильного робота на плоско-
сти может описываться в полярных (ρ, θ) и декартовых 
(x, y) координатах. 

Положение робота (x, y) и ориентация (угол рыс-
канья) K на плоскости определяется в системе коорди-
нат, связанной с Землей. Точка (x*, y*), находящаяся на 
кривой S, является ближайшей к текущему положению 
робота (x, y) (рис. 1).

Кинематическая модель движения робота имеет 
вид [8–14]:

 
ẋ
ẏ
K

 = 
vx
vy
ω

,

где ω — угловая скорость робота; (vx, vy) — вектор 
линейных скоростей робота в абсолютной системе ко-
ординат, связанный с вектором скоростей движения 
робота:

 
vx
vy

 = T(K)
Vx
Vy

,

где (Vx, Vy) — вектор линейных скоростей робота 
в продольном и поперечном направлениях; T(K) = 
= 

sinK –cosK
cosK sinK

 — матрица поворота.

Динамическая модель движения робота определена 
уравнениями:

 Vx(t) = –axVx(t) + bxFx(t),

 Vy(t) = –ayVy(t) + byFy(t),

 ω(t) = –aωω(t) + bωM(t),

где ax, ay, aω, bx, by и bω — постоянные параметры, 
значения которых неизвестны, но известны границы 
интервалов, которым принадлежат эти параметры  
ax, ay, aω ∈ [amin, amax], bx, by, bω ∈ [bmin, bmax]; Fx, Fy 
и M — обобщенные силы и момент, действующие на 
мобильный робот, развиваемые движителями, напри-
мер, колесами.

Если робот движется с продольной скоростью V(t) 
c углом рыскания K(t) вблизи стационарного маяка с 
координатами (x0, y0), то модель движения имеет вид:

 ρ = Vsin(θ + K),

 θ = cos (θ + K).

С целью упрощения вычислений примем, что маяк 
находится в начале координат x0 = 0, y0 = 0.

Допущение 1. Линейная и угловая скорости движе-
ния робота ограничены |V| ≤ Vmax, |ω| ≤ ωmax.

Допущение 2. Максимальная кривизна траектории 
S во всем ее протяжении ограничена 

 ξ =  ≤ ξmax,

где ξ — кривизна траектории и R — радиус кривизны 
в точке кривой S.

Зная величины курса K(t), скорости V(t), расстояния 
до маяка ρ(t) и расположение маяка (находится слева 
или справа относительно робота), требуется:
1) оценить текущие координаты мобильного робота:

 lim
t→∞

|x(t) – x(t)| = 0, lim
t→∞

|y(t) – (t)| = 0;

2) разработать алгоритм траекторного управления 
мобильным роботом. Регулятор с использовани-
ем оцениваемых координат должен обеспечивать 
ограниченное отклонение от траектории и нулевые 
ошибки по скорости и ориентации: 

 lim
t→∞

|e(t)| ≤ ε, lim
t→∞

|V* – V(t)| = 0,

где e(t) — минимальное расстояние от робота до кри-
вой; ε — заданное значение допустимого отклонения 
робота от траектории; V* — заданная скорость дви-
жения.

Рис. 1. Движение робота вдоль траектории
Fig. 1. Movement of the robot along the trajectory
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Алгоритм оценивания координат

Рассмотрим вспомогательную переменную 
ψ = θ + K, для которой справедливо соотношение

 ψ = θ + K = K + cosψ.

Если отклонение угла рысканья от линии, соеди-
няющей объект и маяк, более некоторой заданной ве-
личины δ, то переменная ψ может быть оценена по 
известным значениям угла рысканья, дальности до ма-
яка и линейной скорости объекта в системе координат, 
связанной с Землей. 

Утверждение 1. Наблюдатель переменной ψ

 ψ(t) = 
χ, если маяк слева: cosψ > 0
π – χ, если маяк справа: cosψ < 0,

 χ(t) = K(t)sign(cosψ) + γρ(t) + ζ(t),

 ζ(t) = cosχ(t) – γV(t)sinχ(t),

где χ — вспомогательная переменная для определения 
оценки переменной ψ; γ — коэффициент.

Наблюдатель обеспечивает выполнение условия 
lim
t→∞

|ψ(t) – ψ(t)| = 0, если отклонение курсового угла от 
линии, соединяющей объект и маяк, более некоторой 
заданной величины δ.

Доказательство утверждения 1. Рассмотрим мо-
дель ошибки ψ = ψ – ψ. Если маяк слева и cosψ > 0, то

 ψ = ψ – χ = K + cosψ – K – γρ(t) – ζ(t) = 

 = (cosψ – cosψ) – γV(sinψ – sinψ) = 

 – sin sin  – 2γVcos sin  =

 = –   sin  + γρ cos  sin  ψ  .

Если маяк справа и cosψ < 0, то

 ψ = ψ – π  + χ = K + cosψ – K + γρ(t) + ζ(t) = 

 = (cosψ + cos[π – ψ]) + γV(sinψ – sin[π – ψ]) = 

 – sin sin  + 2γVcos sin  =

 = –   sin  – γρ cos  sin  ψ  .

Для гарантирования асимптотической устойчивости 
положений равновесия ψ = 0 необходимо потребовать 

выполнение двойного неравенства –γρ < tan  < γρ, 

что справедливо почти на всем интервале определе-

ния ψ, за исключением окрестностей вблизи ψ =  и  

ψ = . Можно показать, что размер этой окрестности δ 

уменьшается с увеличением настроечного параметра γ.
Замечание. Если невозможно достоверно опреде-

лить слева маяк или справа, то это означает, что от-
клонение курсового угла от направления на маяк в 
некоторой малой окрестности δ (почти сонаправлены), 
и оценку переменной ψ следует принять равной

 ψ(t) = 
, если маяк сзади (sinψ > 0)

, если маяк впереди (sinψ < 0)
.

Оценки координат объекта могут быть вычислены 
по формуле

 
x

 = ρ(t)
cosθ
sinθ ,

где θ — оценка угла θ, связанного с пеленгом, опреде-
ляемая по следующему алгоритму

 θ = (ψ – K)mod2π.

Определение расстояния от робота  
до заданной траектории

Пусть точка (x*, y*), находящаяся на кривой S, явля-
ется ближайшей к текущему положению робота (x, y). 
Координаты (x*, y*) удовлетворяют систему уравнения 

кривой S, т. е. x* = xs(s*)
y* = ys(s*)

. Расстояние e от робота до 

кривой S определяется выражением [15]:

 e = √(x – x*)2 + (y – y*)2,

где координаты точки (x*, y*) удовлетворяют соотно-
шениям:

 s* = arg  (xs(s) – x)  + (ys(s) – y)  = 0 ,

 x* = xs(s*)
y* = ys(s*)

.

В случае, если выражение (1) не имеет аналити-
ческого решения, то расстояние от робота до кривой 
может быть восстановлено с помощью нелинейно-
го наблюдателя, представленного в следующем 
Утверждении.

Утверждение 2. Нелинейный наблюдатель вида

 ê = √(x – xs(s))2 + (y – ys(s))2,
 ṡ = –γρH(s, x, y),

 ρ = sign  ,

 H(s, x, y) = (xs(s) – x)  + (ys(s) – y) . 

Доказательство утверждения 2. При ограничен-
ной кривизне траектории существует экстремальная 
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точка с координатами (x*, y*), ближайшая до робота, 
для которой гладкая функция расстояния от робота до 
траектории имеет явный минимум. При этом первая 
производная этой функции по аргументу s будет пред-
ставлять собой монотонную функцию. 

Заметим, что H(s)|s=s* = 0, при этом если функция 

H(s) возрастающая, то  > 0 и ρ = 1. Если H(s) 

убывающая, то  < 0 и ρ = –1. Поскольку ана-

литический вид функций x(s), y(s) известен заранее, 
то нетрудно найти вид функции H(s), а также знак ее 
производной ρ.

Рассмотрим вспомогательную переменную 

 s = s* – s

и, полагая, что s* — медленно меняющаяся переменная 
(ṡ* ≈ 0), вычислим производную переменной s:

 s = γρH(s, x, y) = –γρH(s*, x, y)
= 0

 + γρH(s* – s, x, y)
= s

 =

 = –γρ[H(s*, x, y) – H(s* – s, x, y)].

Выберем функцию Ляпунова:

 V = s2.

Вычислим ее производную по времени и, с учетом 
монотонности функции H(xs), получим

 V = 2 s = –2γρ[H(s*, x, y) – H(s* – s, x, y)]s

> 0

 < 0, 

откуда следует, что переменная s асимптотически стре-
мится к нулю.

Далее получим для e(t) – e(t):

 e(t) – e(t) = √(x – xs(s*))2 + (y – ys(s*))2 – 

 – √(x – xs(s))2 + (y – ys(s))2 =

 = √(x – xs(s*))2 + (y – ys(s*))2 –

 – √(x – xs(s* – s))2 + (y – ys(s* – s))2.

Так как переменная s асимптотически стремит-
ся к нулю, то следует, что асимптотическая сходи-
мость также стремиться к нулю ошибки оценивания. 
Утверждение доказано.

Синтез алгоритмов управления движением

Законы управления Fx, Fy, M для каждого динами-
ческого канала при недоступности прямым измерени-
ем производных от линейных и угловых отклонений 
можно сформировать, например, с помощью метода 
последовательного компенсатора [16–20]:

 M = (p + 1)ξθ; ξθ = σθ(–ξθ + θ),

 Fx = kx(p + 1)ξx; ξx = σx(–ξx + V),

 Fy = ky(p + 1)ξy; ξy = σy(–ξy + e),

где kx, ky, kθ, σx, σy, σθ — настроечные коэффициенты; 
θ = θ – θ*, V = V – V* — ошибки регулирования. При 
соответствующем выборе коэффициентов регулятор 
обеспечивает ограниченную ошибку ориентации и по-
ложения [21].

Моделирование

Рассмотрим заданную непрерывную траекторию, 
которая представлена в виде лабиринта с ориентирован-
ными точками (рис. 2). Маяк находится в начале коор-
динат (x0, y0) = (0, 0). Мобильный робот расположен в 
координате (–13, 13). На рис. 2 треугольник обозначает 
робот в начальном положении, а прямоугольник — ме-
стонахождение маяка.

Робот  движется  по  лабиринту  со  скоростью 
V* = 1 м/с. Параметры управления выбраны следу-
ющие: kx = 10, ky = 2, kθ = 5, σx = 80, σy = 20, σθ = 30. 
Управление движением вдоль сложной составной тра-
ектории — лабиринт, реализуется гибридным регулято-
ром, который включает в себя алгоритм движения вдоль 
каждого участка прямой и алгоритм переключения 
между ними. 

Из рис. 3, a, b видно, что наблюдатель координат 
мобильного робота на плоскости обеспечивает асим-
птотическую сходимость ошибок оценивания. На осно-
вании данных результатов можно восстановить текущее 
местоположение робота (рис. 3, c, d) в случае местона-
хождения робота в месте, где невозможно измерить ко-
ординаты с помощью спутниковой системы навигации, 
таких как ГЛОНАСС, GPS и др. 

На рис. 4 представлен результат управления мо-
бильным роботом в случае, когда нет данных о его 
местонахождении. Регулятор на основе метода последо-
вательного компенсатора использует оценку координат 
(x, ) для решения задачи.

Из рис. 5 видно, что регулятор обеспечивает огра-
ниченное отклонение от траектории и нулевую ошибку 
по скорости.

Рис. 2. Заданная траектория в форме лабиринта  
(треугольник — мобильный робот, прямоугольник — 

маяк)
Fig. 2. A given trajectory in the form of a maze 
(triangle — mobile robot, rectangle — beacon)
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Заключение

В работе предложен новый метод синтеза наблю-
дателя координат подвижного объекта на плоскости 
по имеющимся измерениям курса, линейной скорости 
и расстояния до стационарного маяка с точно извест-
ными координатами. В случаях, когда объект движется 
вдоль направления на маяк, целесообразно использо-
вать алгоритм оценки, указанный в Замечании (раздел 
«Алгоритм оценивания координат»). Представлен ал-
горитм траекторного управления мобильным роботом 
в условиях неопределенности математической моде-

Рис. 3. Оценка углов ψ (a), θ (b) и координат робота x (c), y (d) 
Fig. 3. Estimation of the angles ψ (a), θ (b), and robot coordinates x (c), y (d)

Рис. 4. Траектория движения мобильного робота без 
измерения координат

Fig. 4. The trajectory of the mobile robot without measuring 
coordinates

Рис. 5. Ошибки регулирования по скорости (v) (a) и 
отклонению от траектории (e) (b) без измерения координат
Fig. 5. Errors of regulation by speed (a) and deviation from the 

trajectory (b) without measuring coordinates
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ли движения и без данных о местонахождении робо-
та. Алгоритм основан на методе последовательного 
компенсатора и обеспечивает ограниченную ошибку 
ориентации и положения. Предложен обобщенный 
алгоритм определения минимального расстояния от 
текущего положения робота до заданной траектории 
путем использования нелинейного наблюдателя. В 
дальнейшем планируется продолжить исследование 

проблемы наблюдаемости рассматриваемой математи-
ческой модели вблизи особых точек с целью получения 
асимптотической и экспоненциальной сходимости оши-
бок оценивания к нулю для всех значений курсового 
угла и пеленга на маяк. Предлагается провести экспе-
риментальные исследования рассмотренного подхода в 
реальных условиях с выявлением наилучших параме-
тров закона управления.
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