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Аннотация
Предмет исследования. Рассмотрено решение проблемы идентификации частоты синусоидального сигнала с 
постоянными паратметрами. Данная задача актуальна при компенсации возмущений, управлении динамическими 
объектами и в ряде других задач. Предложен метод улучшения качества оценивания частоты синусоидального 
сигнала и обеспечения экспоненциальной сходимости к нулю ошибок оценивания. Метод. На первом этапе 
синусоидальный сигнал представлен как выходной сигнал линейного генератора конечной размерности. 
Параметры сигнала (амплитуда, фаза и частота) неизвестны. На втором этапе применены Жорданова форма 
матрицы и оператор запаздывания для параметризации синусоидального сигнала. После ряда специальных 
преобразований получено простейшее уравнение, содержащее произведение одного зависящего от частоты 
неизвестного параметра и известной функции времени. Для поиска неизвестного параметра использованы 
методы градиентного спуска и наименьших квадратов. Основные результаты. Представлен новый алгоритм 
параметризации синусоидального сигнала. Решение задачи основано на преобразовании модели сигнала 
к линейному регрессионному уравнению. Задача решена с использованием методов градиентного спуска 
и наименьших квадратов настройки на базе линейного регрессионного уравнения, полученного путем 
параметризации синусоидального сигнала. Выполнен анализ возможностей предложенного метода оценивания 
с использованием компьютерного моделирования в среде MATLAB (Simulink). Результаты моделирования 
подтвердили сходимость ошибок оценивания частоты к истинным значениям. Практическая значимость. 
Разработанный метод может быть эффективно применен для широкого класса прикладных задач, связанных 
с компенсацией или подавлением возмущений, описываемых синусоидальным или мультисинусоидальным 
сигналами, в частности в задачах управления надводным судном с компенсацией синусоидальных возмущений. 
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Abstract
The paper presents a solution for identifying the frequency of a sinusoidal signal with constant parameters. The issue 
can be relevant for compensation of disturbances, control of dynamic objects, and other tasks. The authors propose a 
method to improve the quality of the estimation of the sinusoidal signal frequency and to ensure exponential convergence 
to zero of the estimation errors. At the first stage, the sinusoidal signal is presented as an output signal of a linear 
generator of finite dimension. The signal parameters (amplitude, phase, and frequency) are unknown. At the second 
stage, the Jordan form of the matrix and the delay operator are applied to parameterize the sinusoidal signal. After a 
series of special transformations, the simplest equation is obtained containing product of one frequency-dependent 
unknown parameter and a known function of time. To find the unknown parameter, the authors used the methods of 
gradient descent and least squares. A new algorithm for the parametrization of a sinusoidal signal is presented. The 
solution is based on transforming the signal model to a linear regression equation. The problem is solved using gradient 
descent and least squares tuning methods based on a linear regression equation obtained by parametrizing a sinusoidal 
signal. The results involve the analysis of the capabilities of the proposed estimation method using computer modeling 
in the Matlab environment (Simulink). The results confirmed the convergence of the frequency estimation errors to 
the true values. The developed method can be effectively applied to a wide class of tasks related to compensating or 
suppressing disturbances described by sinusoidal or multisinusoidal signals, for example, to control a surface vessel 
with compensation of sinusoidal disturbances.
Keywords
sinusoidal signal, identification, Jordan form of the matrix, linear regression model
For citation: Nguyen Kh.T., Vlasov S.M., Pyrkin A.A., Popkov I.V. A new algorithm for the identification of sinusoidal 
signal frequency with constant parameters. Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics 
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Введение

В работе рассмотрена задача идентификации сину-
соидального сигнала с неизвестными стационарными 
амплитудой и смещением. Проблема идентификации 
частоты синусоидальных сигналов с постоянными па-
раметрами изучена в работах [1–7]. Задача идентифи-
кации параметров синусоидальных сигналов является 
очень важной и актуальной. Ее решение может найти 
применение при компенсации возмущений, в управле-
нии динамическими объектами и др. [8–12].

В работе [13] предложен глобально сходящийся ал-
горитм оценки частоты на основе адаптивного фильтра 
для гармонического сигнала. Используя реализацию 
синусоидального сигнала в пространстве состояний, 
задача оценки частоты может быть преобразована в 
комбинированную задачу оценки состояния и параме-
тров. В [4, 14] разработана глобальная оценка частоты 
на основе адаптивных наблюдателей. Принимая во 
внимание белый шум и изменяющиеся во времени 
частоты в работе [15] разработан модифицированный 
фильтр Калмана. Основной недостаток перечисленных 
подходов – невозможность определения параметров за 
конечное время.

В [16] представлен альтернативный метод частот-
но-временного анализа сигналов, который сравнивается 
с традиционными методами дискретного преобразова-
ния Фурье. Предлагаемый алгоритм имеет нелинейную 
структуру, обеспечивающую частотную адаптивность. 
Алгоритм может быть реализован как в аналоговой, так 
и в цифровой форме и особенно подходит для прило-
жений реального времени, где важна вычислительная 
эффективность. В работе [17] предложен адаптивный 
фильтр, основанный на обобщенном интеграторе треть-
его порядка, для оценки всех параметров смещенной 
синусоиды. Теория усреднения использована для до-
казательства, что фильтр определяет неизвестную ча-
стоту сигнала в случае только смещенной синусоиды 
на входе. Основной недостаток данных подходов — 

локальная сходимость ошибки оценивания параметров 
к нулю, что сказывается на качестве управления при 
применении оценок в контуре обратной связи.

В работе [18] для оценки частоты синусоидаль-
ного сигнала с шумом, где разрешены мгновенные 
изменения частоты, использована адаптированная мо-
дифицированная ньютоновская оптимизация. В [19] 
предложено решение проблемы обеспечения глобально 
сходящейся оценки параметров синусоидального сиг-
нала. В частности, рассмотрен новый адаптивный ре-
жекторный фильтр, динамические уравнения которого 
демонстрируют исключительные особенности, при ко-
торых все сигналы глобально ограничены, и оцененная 
частота является асимптотически правильной для всех 
начальных условий и значений частоты. Общий недо-
статок упомянутых подходов к оцениванию параметров 
синусоидального сигнала состоит в отсутствии оценки 
частоты гармоник напрямую.

В настоящей работе рассмотрено решение пробле-
мы идентификации частот синусоидального сигнала и 
предложен новый подход к параметризации. Модель 
линейной регрессии первого порядка простроена с 
использованием операторов задержки. Исходным ус-
ловием является то, что частота, амплитуда и фаза 
синусоидального сигнала — постоянные, параметры 
неизвестны. Предлагаемый алгоритм идентификации 
должен обеспечивать сходимость настроенной оценки 
частоты к истинному значению.

Постановка задачи

Рассмотрим измеряемый сигнал
	 y(t) = Asin(ωt + φ),	

где A ∈ ℝ — амплитуда, ω ∈ ℝ — частота и φ ∈ ℝ — 
фаза. A, ω, φ — неизвестные постоянные параметры.

Требуется синтезировать алгоритм оценивания ча-
стоты ω(t), обеспечивающей выполнение условия 
	 lim

t→∞
 (ω(t) – ω(t)) = 0.	

Х.Т. Нгуен, С.М. Власов, А.А. Пыркин, И.В. Попков
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Введем допущение.
Допущение. Известны минимальная частота ω и 

максимальная частота ω, причем 0 < ω ≤ ω ≤ ω. 

Параметризация синусоидального сигнала

Рассмотрим задачу построения модели линейной 
регрессии с измеряемыми переменными и вектором 
постоянных параметров, зависящих от неизвестной 
частоты ω.

Сигнал y(t) может быть представлен как выходы 
линейных генераторов [20]

	 y(t) = HTξ(t), 	 (1)

	 ξ(t) = Γξ(t), 	 (2)

где ξ ∈ ℝq — матрица состояния генератора с началь-
ным значением ξ(0); Γ ∈ ℝq×q — матрица постоянных 
коэффициентов; H ∈ ℝq — вектор соответствующей 
размерности.

Построим генератор сигнала y(t)

Выберем в качестве первой координаты вектора 
состояния генератора сам сигнал ξ1 = y. Продифферен
цировав ξ1, получим

	 ξ1 = Asin(ωt + φ),

	 ξ1 = y(t) = Aωcos(ωt + φ).

Примем в качестве первой координаты вектора со-
стояния генератора производную синусоидального сиг-
нала ξ2 = y. Продифференцируем ξ2, получим

	 ξ2 = y#(t) = – Aω2sin(ωt + φ) = –ω2ξ1.	

Для векторно-матричной формы выражения (1)–(2) 
имеют вид:

	 ξ = 
ξ1
ξ2

, Γ = 
	 0	 1
–ω2

	 0 , H = 
1
0 .	

Преобразуем уравнение (2) к виду: 

	 ξ(t) = Γξ(t) ⇒ ξ(t) = eΓtξ(0).	 (3)

Подставляя уравнение (3) в уравнение (1), получим:

	 y(t) = HTeΓtξ(0).	 (4)

Наряду с измеряемым сигналом y(t) рассмотрим 
запаздывающий сигнал

	 y(t – d) = HTeΓ(t–d)ξ(0) = HTeΓte–Γdξ(0),	 (5)

где d ∈ ℝ+ — постоянная величина запаздывания.
Замечание 1. Введем ограничения на выбранную 

величину запаздывания d из уравнения (5).

	 d < .

На основе уравнений (3) и (5), получим: 

	 y(t – d) = HTe–Γdξ(t).	 (6)

Утверждение 1. Сигнал (4) связан соотношением:

	 y(t – d) = HTe–Γdξ(t) = HT 
	cosωd	 –ω–1sinωd
ωsinωd	 cosωd  ξ(t).

Доказательство утверждения 1.
Применим Жорданову форму матрицы для преобра-

зователя e–Γd уравнения (6).
Сначала вычислим собственные значения матри-

цы Γ

	 det(Γ – λI) = 
0 – λ	 1
	–ω2

	 0 – λ
 = 0, ⇒ λ2 + ω2 = 0,

	 ⇒ λ1 = iω, λ2 = –iω.

Для каждого из собственных значений λ1, λ2 найдем 
собственные векторы. 

Для числа λ1 = iω, имеем

	
–iω	 1
–ω2

	 –iω  
x1
y1

 = 0, ⇒ 
–iωx1 + y1 = 0
–ω2x1 – iωy1 = 0

 ⇒ y1 = iωx1.

Полагая x1 = 1, получим собственный вектор 
V1 = (x1, y1)T

	 x1 = 1, ⇒ y1 = iω, ⇒ V1 = 
1

iω .

Аналогично найдем вектор V2 = (x2, y2)T, ассо
циированный с собственным значением λ2 = –iω, по-
лучим

–iω	 1
–ω2

	 –iω  
x2
y2

 = 0, ⇒ 
–iωx2 + y2 = 0
–ω2x2 + iωy2 = 0

 ⇒ y2 = –iωx2.

Полагая x2 = 1, получим собственный вектор 
V2 = (x2, y2)T

	 x2 = 1, ⇒ y2 = iω, ⇒ V2 = 
1

–iω .

Составим матрицу V из найденных собственных 
векторов V1 и V2 в виде:

	 V = 
	1	 1
iω	 –iω .

Запишем Жорданову форму JΓ  для заданной матри-
цы Γ, используя форму

	 JΓ = V–1ΓV =  
–iω	 –1
–iω	 1

 
	0	 1
–ω2

	 0
 

	1	 1
iω	 –iω

 =

	  =  
 ω2	 –iω
–ω2	 –iω

 
	1	 1
iω	 –iω

 =  
2ω2	 0
0	 –2ω2  =

	 = 
	 0

	0	
 = 

iω	 0
	0	 –iω

.

Составим матрицу eJΓd в виде [21]

	 eJΓd = 
eiωd	 0
	0	 e–iωd .

Вычислим матричную экспоненту eΓd по формуле:
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	eΓd = VeJΓdV–1 = 
	1	 1
iω	 –iω

 
eiωd	 0
	0	 e–iωd   

–iω	 –1
–iω	 1

 =

	 =  
eiωd	 e–iωd

	iωeiωd	 –iωe–iωd  
–iω	 –1
–iω	 1

 =

	 = 
	 	

	

.

Разложим экспоненциальные функции eiωd, e–iωd 
по формулам Эйлера:

	  = cosωd,  = sinωd.

Получаем соотношения:

	 eΓd = 
	 cosωd	 ω–1sinωd
–ωsinωd	 cosωd

. 	

	 e–Γd = 
	 cosωd	 –ω–1sinωd
ωsinωd	 cosωd

.	 (7)

Из уравнений (5) и (7) получим соотношение вида 

	 y(t – d) = HT 
	 cosωd	 –ω–1sinωd
ωsinωd	 cosωd

 ξ(t).

	 y(t – d) = [cosωd –ω–1sinωd]ξ(t),	 (8)

что и требовалось доказать.
Аналогично для запаздывающего сигнала 2d.

	 y(t – 2d) = [cos2ωd –ω–1sin2ωd]ξ(t).	 (9)

Представим в матричном виде уравнения (8)–(9)

	
y(t – d)
y(t – 2d)

 = 
	cosωd	 –ω–1sinωd
cos2ωd	 –ω–1sin2ωd

 ξ(t).

Рассмотрим следующее выражение:

	 Y = Φξ,	 (10)

где Y = 
y(t – d)
y(t – 2d)

, Φ = 
	cosωd	 –ω–1sinωd
cos2ωd	 –ω–1sin2ωd

. 

Из выражения (10) получим

Φ–1Y = ξ = adj(Φ)Y ⇒ adj(Φ)Y = det(Φ)ξ.	 (11)

Умножим уравнение (11) на HT, тогда

	 HTadj(Φ)Y = det(Φ)y(t),	 (12)

	 adjΦ = 
	–ω–1sin2ωd	 ω–1sinωd
cos2ωd	 cosωd

,	 (13)

	 detΦ = –   cosωdsin2ωd +  cos2ωdsinωd =

	 = –  sinωd.	 (14)

Из выражений (12)–(14) получим уравнение

	 [1 0] 
–ω–1sin2ωd	 ω–1sinωd
  –cos2ωd	 cosωd

 
y(t – d)
y(t – 2d)

 =

	 = –ω–1sin(ωd)y(t).	 (15)

Запишем уравнение (15) в виде

	 –ω–12sin(ωd)cos(ωd)y(t – d) + ω–1sin(ωd)y(t – 2d) = 

	 = –ω–1sin(ωd)y(t).	 (16)

Разделив обе части выражения (16) на –ω–1sin(ωd), 
получим

	 2cos(ωd)y(t – d) – y(t – 2d) = y(t),	

	 cos(ωd)y(t – d) = [y(t – 2d) + y(t)].	 (17)

Построим регрессионную модель из уравнения (17) 
в виде
	 χ(t) = φ(t)θ,	 (18)

где χ(t) = [y(t – 2d) + y(t)], φ(t) = y(t – d), θ = cos(ωd).

Алгоритм оценивания параметров θ модели (18)

Метод градиентного спуска [22]. Рассмотрим за-
дачу оценивания параметра θ модели (18) с помощью 
стандартного метода градиентного спуска:

	 θ(t) = γφ(t)(χ(t) – φ(t)θ(t)),

где γ — любое постоянное число.
Метод наименьших квадратов [22]. Оценка опре-

деляется по формуле

	 θ(t) = KP(t)φ(t)(χ(t) – φ(t)θ(t)),

где K — положительный коэффициент, P(t) > 0 рассчи-
таем по формуле

	 P(t) = K(ηK – P(t)φ2(t)P(t)),

где η — любое постоянное число.

Оценивание частоты

Для оценивания частоты воспользуемся функцией 
arccos(.) на основе параметра θ из (17)

	 ω(t) = 1/2arccos(θ(t)).

Оценка θ в модели (18) и принятое допущение 
должны иметь ограничение

	 cosωd ≤ θ ≤ cosωd.

Математическое моделирование

Рассмотрим результаты численного моделирова-
ния, иллюстрирующие эффективность предложен-
ного алгоритма оценивания частоты несмещенного 
гармонического сигнала с постоянными параметра-
ми. Моделирование выполнено с использованием про-
граммной среды MATLAB (Simulink). 

В качестве примера рассмотрим сигнал вида



Новый алгоритм идентификации частоты синусоидального сигнала с постоянными параметрами  

Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2022, том 22, № 1 
22� Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2022, vol. 22, no 1

Рис. 1. Оценка ω(t) для значений параметров: γ = 1, K = 1, η = 1 (a); γ = 5, K = 5, η = 5 (b); γ = 10, K = 10, η = 10 (c) и значений 
частоты ω: 10 (d); 20 (e); 30 (f)

Fig. 1. Estimate ω(t) for parameter values γ = 1, K = 1, η = 1 (a); γ = 5, K = 5, η = 5 (b); γ = 10, K = 10, η = 10 (c) and frequency 
values ω: 10 (d); 20 (e); 30 (f)

Рис. 2. Синусоидальный сигнал y(t) с аддитивным шумом (a); график оценки частоты ω(t) при ω = 2 (b)
Fig. 2. Sinusoidal signal y(t) with additive noise (a); plot estimation ω(t) frequency ω = 2 (b)
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	 y(t) = sin(2t – 1).	 (19)

Приведем значения параметров для предложенного 
метода: d = 0,1 c, ω = 10 рад/с, ω = 0,01 рад/с.

На рис. 1 показаны результаты оценивания частоты 
ω сигнала (19) методами градиентного спуска и наи-
меньших квадратов с различными коэффициентами и 
частотами.

Как видно из графиков, предложенный алгоритм 
оценивания обеспечивает экспоненциальную сходи-
мость с истинными значениями оценивания частоты 
сигнала y(t).

Чтобы продемонстрировать робастность предложен-
ного алгоритма, рассмотрим зашумленный измеренный 
сигнал

	 y(t) = 5sin(2t – 2) + δ(t),	

где δ(t) — аддитивный шум, который моделируется 
как равномерно распределенный процесс в пределах 

[–0,1, 0,1]. Это ограничение делает синусоиду шумной 
и неровной, как показано на рис. 2, а.

Результат моделирования оценки шумового сце-
нария исследования методами градиентного спуска и 
наименьших квадратов с параметрами γ = 1, K = 10, 
η = 10, при частоте ω = 2 показан на рис. 2, b.

Заключение

В работе предложен алгоритм идентификации ча-
стоты синусоидального сигнала. Предложен новый 
подход для параметризации синусоидального сигнала. 
Выполнена оценка вектора параметров регрессионных 
моделей с использованием методов стандартного гра-
диентного спуска и наименьших квадратов. Результаты 
моделирования подтверждают сходимость ошибок оце-
нивания частоты к истинным значениям. В дальнейшем 
планируется расширить область применения алгоритма 
на случай мультисинусоидальных сигналов.
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