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Рассматриваются особенности применения метода динамического программи-
рования при построении оптимальных алгоритмов диагностирования систем со 
всеми видами ограничений. Приводится пример построения алгоритма, опти-
мального по критерию максимума средней вероятности получения правильного 
решения о техническом состоянии системы. Особое внимание обращается на 
формирование и проверку ограничений в промежуточных фазовых состояниях.  
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Введение. Для построения алгоритма диагностирования системы, оптимального по не-
которому заранее заданному критерию, необходимы следующие исходные данные: 

— множество изображений (формальных представлений) 
  E = {Ei | 0,i m }  (1) 
всех видов технического состояния системы, полученных в результате обучения [1], где  

 Ei = (ei1, ei2, …, ei j, …, ein)
T;  (2) 

— распределение вероятностей 
  P ={P(Ei)| 0,i m };  (3) 

— множество проверок 
   = {j | 1,j n },  (4) 
на котором заданные виды технического состояния наблюдаемы (изображения Ei попарно 
различимы между собой), т.е. выполняется условие 
   Ei, Ef  E, i  f  j: j  , ei j  ef j;  (5) 

— множества  
   = {j | 1,j n },  = {j | 1,j n },  (6) 

где j и j — вероятности ошибок 1-го и 2-го рода соответственно проверки j; 
— множества  

   = {t(j) | 1,j n }, C = {c(j) | 1,j n },  (7) 

где t(j), c(j) — временные и трудовые затраты соответственно для выполнения проверки j. 
На основе исходных данных (1)—(7) в работе [2] сформулирована задача построения 

алгоритма, оптимального по критерию максимума средней вероятности получения правиль-
ного решения о техническом состоянии системы с учетом всех видов ограничений ([2], 
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выражения (22)). В исходных данных (1)—(7) и далее значения индексов i и f используются 
так же, как и в [2].  

Оптимизация процесса диагностирования с ограничениями методом динамического 
программирования. Диагностирование обладает свойствами марковского процесса [3], так 
как его перевод из любого состояния в другое полностью определяется предыдущим состоя-
нием и выбранной в нем проверкой. Данный процесс может быть представлен как компози-
ция относительно самостоятельных подпроцессов (Rk-подалгоритмов), которые начинаются с 
промежуточных фазовых состояний Rk. Фазовое состояние RkE имеет место при выполне-
нии некоторого подмножества проверок из множества (4). 

Оптимизация таких процессов производится различными методами дискретного про-
граммирования. Наиболее общим методом оптимизации процесса, обладающего свойствами 
марковского и допускающего декомпозицию, является динамическое программирование [4]. 
Но применение этого метода возможно в том случае, когда не только целевую функцию, но и 
ограничения (выражения (22), работа [2]) удается преобразовать к виду, пригодному для оце-
нивания эффективности Rk-подалгоритма диагностирования. Ввиду того что такие подалго-
ритмы рассматриваются как самостоятельные, критерий их оптимальности предлагается 
сформировать, адаптировав указанные выше выражения к структуре Rk-подалгоритма: 
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Выражение (8) задает условие максимума целевой функции, т.е. средней вероятности 
ED(Rk) получения правильного решения о техническом состоянии системы при реализации 
Rk-подалгоритма; k — множество проверок в подалгоритме; ik — множество проверок  
в i-й ветви подалгоритма; A(k) — алгебра подмножеств проверок на множестве k; m[A(k)] — 
множество перестановок на элементах алгебры A(k); ( )i f j  — величины, которые опреде-

ляются на основе решающих правил [5] и вероятностей ошибок 1-го и 2-го рода проверок j; 
Pk(Ei) — вероятность возникновения i-го вида технического состояния системы, уточненная 
по результатам предыдущих проверок, с помощью которых реализован переход от начально-
го фазового состояния E к рассматриваемому Rk: 
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Выражениями (9)—(11) задаются ограничения. Соотношение (9) указывает, что каждое 
подмножество ik содержит проверки j, на которых изображения в i-й ветви Rk-подал-
горитма попарно различимы между собой. Выражением (10) задается правило остановки 
процесса диагностирования из состояния Rk, где | |kF  — мощность индексного множества 

изображений в данном фазовом состоянии; dim ker j  — размерность ядра отображения [6], 

реализующего переход процесса диагностирования с помощью проверки πj из предыдущего 
фазового состояния в последующие. Конечное фазовое состояние Ri = {Ei} представляет 
идентифицированный вид технического состояния системы. 
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Выражениями (11) определяются ограничения на средние затраты временных и трудо-
вых ресурсов для выполнения проверок по определению i-го вида технического состояния, 
принадлежащего фазовому Rk. Затраты не должны превышать максимально допустимых ве-
личин Mt и Mc соответственно.  

Сформулированная оптимизационная задача позволяет в любом из фазовых состояний 
Rk выбрать наиболее эффективную проверку по заданному критерию. Такая возможность вы-
текает из принципа оптимальности Беллмана [7], согласно которому проверка, выбираемая в 
конкретном фазовом состоянии, должна быть оптимальной вне зависимости от того, каковы 
были предшествующее фазовое состояние и выбранная в нем проверка.  

Процесс выбора проверок начинается с рассмотрения фазовых состояний, содержащих 
по два элемента. Очередная проверка находится из условия обеспечения максимального  
значения целевой функции при выполнении заданных ограничений, т.е. решается задача 
(8)—(11). В фазовых состояниях, включающих три элемента, к уже найденной проверке до-
бавляется новая, которая также выбирается на основе решения задачи (8)—(11). В таком по-
рядке процесс выбора проверок продолжается до начального фазового состояния. В каждом 
фазовом состоянии возможен выбор только из множества k попарно различимых между со-
бой проверок: 
  { | , , : }k j j i f k ij fje e       E E R .  (13)  

В процессе обратного прохождения от начального фазового состояния Rk = E к конеч-
ным непосредственно формируется алгоритм диагностирования из оптимальных проверок. 
Значения средней вероятности и средней продолжительности получения решения о техниче-
ском состоянии системы, а также среднее значение затрат трудовых ресурсов в соответствии 
с построенным алгоритмом определяются по формулам [5]: 
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Алгоритм диагностирования может быть представлен ориентированным древовидным 
графом. Вершинам граф-дерева соответствуют фазовые состояния Ri, Rk, а дугам — исходы 
проверок πjΠi, причем начальное состояние Rk =E обозначается корневой вершиной, про-
межуточные вершины обозначают промежуточные состояния Rk E, а висячие вершины — 
конечные Ri, 0,i m . Путь от E к Ri является i-й ветвью алгоритма. Подмножество ΠiΠ 
включает проверки, входящие в i-ю ветвь алгоритма, а условие (10) — это последователь-
ность переходов по i-й ветви от состояния Rk к конечному. 

Средняя вероятность получения правильного решения о техническом состоянии систе-
мы при реализации Rk-подалгоритма, который начинается с проверки πj, определяется выра-
жением [8] 
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где  */ ( )k i i jP R R  — вероятность правильного определения i-го вида технического состоя-

ния системы по i-й ветви Rk-подалгоритма, начинающегося с проверки πj.  
Условие выбора оптимальных проверок может быть представлено как 

  ( ) max ( )
s k

k j k sD D
 

     (16) 

при выполнении ограничений (9)—(11). 

Условные вероятности  */ ( )k i i jP R R  в выражении (15) определяются по формуле

Байеса [9]: 
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Обратные условные вероятности  *( ) /k i j fP R R  в выражении (17) характеризуют ве-

роятность получения ошибочных решений при диагностировании, когда по результатам про-
верок πjΠik вместо f-го вида технического состояния, в котором находится система, фикси-
руется i-й вид. Данные вероятности представляются как произведения  

   *( ) / ( )
j ik

k i j f if jP
 

   R R . (18) 

Пример. Построить алгоритм диагностирования системы, оптимальный по критерию 
максимума средней вероятности получения правильного решения о техническом состоянии. 
Функциональная схема системы представлена на рис. 1. Доступны проверки π1—π6 каждого 
из блоков 1—6 соответственно. Каждая проверка имеет два возможных исхода: 

1
j , если eij ≥ 0 (положительный); 2π j , если eij ˂ 0 (отрицательный).

1 

2 

6 

3 4 

5 

Рис. 1 

Исходные данные (1)—(7) сведены в табл. 1, здесь E0 и E1,…,E6 — соответственно ра-
ботоспособное и неработоспособные технические состояния, соответствующие отказам бло-
ков 1—6. Максимально допустимый расход ресурсов: Mt = 8, Mc = 11. 

        Таблица 1 
Исходные данные для построения оптимальной программы диагностирования 

Проверка πj E 
π1 π2 π3 π4 π5 π6 

P(Ei) 

E0 1 1 0,94 1   0,97 1 0,619 
E1 –0,98 –0,89 –1 –0,97 –1 –0,94 0,039 
E2   0,86 –0,95   0,87 –0,96   0,92   0,85 0,054 
E3   0,84   0,87 –0,91 –0,92   0,96   0,90 0,109 
E4 1   0,91   0,99 –0,94   0,87   0,93 0,084 
E5 0,96   0,90   0,92   0,91 –0,86 –0,98 0,026 
E6 0,94   0,88   0,84   0,99 1 –1 0,069 
Α   0,012   0,03   0,07   0,02 0,01   0,06 
Β 0,02   0,05   0,08   0,03 0,008   0,09 
 3 2 2 4 5 1 
C 7 4 8 5 2 4 

6

0

( ) 1i
i

P


 E  

1. Определение фазовых состояний и подмножеств допустимых проверок. Для задан-
ного множества  
  E = {E0, E1, E2, E3, E4, E5, E6}  (П1) 
необходимо найти все возможные фазовые состояния Rk процесса диагностирования и соот-
ветствующие им подмножества допустимых проверок Πk. Из условия (5) следует, что в на-
чальном фазовом состоянии (П1) все проверки π1—π6 допустимы. Фазовые состояния Rk, ко-

торые могут быть получены из начального состояния E при положительном 1
j  и отрицатель-
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ном 2π j  исходах каждой проверки, формируются на основе подхода, предложенного в работе 

[2]. Из табл. 1 видно, например, что проверка π4 дает положительный исход в работоспособ-
ном состоянии E0, а также при отказах E5 и E6, следовательно 

 1
4π : E  1

4kR ={E0, E5, E6}.  (П2) 

Отрицательный исход проверки π4:  

 2
4π : E  2

4kR = {E1, E2, E3, E4}.  (П3)  

Отображения (П2) и (П3) показаны так, как это принято в работе [2]. В соответствии с 

выражением (13) в фазовом состоянии 1
4kR  допустимые проверки образуют подмножество  

Π1
k = {π5, π6}, 

а в состоянии 2
4kR  —  

Π2
k = {π1, π2, π3, π5, π6}. 

Аналогично формируются состояния Rk из E с помощью остальных проверок. Для каж-
дого из них определяются допустимые проверки по формуле (13) и новые фазовые состояния, 
которые получаются с помощью этих проверок.  

Процесс продолжается до получения состояний Rk, содержащих не более двух элемен-
тов. Найденные состояния упорядочиваются по числу содержащихся в них элементов и зано-
сятся в графу 1 (табл. 2; в данной таблице информация представлена выборочно). Состояния 
R0, R1,…,R6 являются конечными и в таблицу не заносятся. Подмножества допустимых про-
верок Π7, Π8,…,Π40 в фазовых состояниях R7, R8,…,R40 соответственно заносятся в графу 2 
(табл. 2). 

     Таблица 2 
Определение оптимальной проверки в каждом фазовом состоянии 

Rk Πk πj Dk(πj) 

1 2 3 4 
 R7={ E0, E2} Π7={π2, π4} π4 0,9774 
 R8={ E0, E3} Π8={π3, π4} π4 0,9746 
 ... ... ... ... 
 R17={ E5, E6} Π17={π5} π5 0,9915 
 R18={ E0, E2, E3} Π18={π2, π3, π4} π2 0,9652 
 R19={ E0, E2, E4} Π19={π2, π4} π4 0,9671 
 ... ... ... ... 
 R24={ E0, E5, E6} Π24={π5, π6} π6 0,9499 
 ... ... ... ... 
 R27={ E0, E2, E3, E4} Π27={π2, π3, π4} π4 0,9316 
 R28={ E0, E2, E3, E6} Π28={π2, π3, π4, π6} π2 0,9257 
 ... ... ... ... 
 R34={ E1, E2, E3, E4} Π34={π1, π2, π3, π5, π6} π2 0,9194 
 R35={E0,E2, E3, E4, E6} Π35={π2, π3, π4, π6} π4 0,9237 
 ... ... ... ... 
R40={E0,E1,E2,E3,E4,E5, E6} Π40={π1, π2, π3, π4, π5, π6} π4 0,9071 

Для каждого фазового состояния Rk находится оптимальная проверка по критерию 
(8)—(11). Так, в R24={E0, E5, E6} допустимы проверки из множества Π24={π5, π6}. Средняя 
вероятность получения правильного решения о техническом состоянии системы при реализа-
ции R24-подалгоритма, начинающегося с проверки π5, определяется в следующей последова-
тельности:  

— формируются фазовые состояния (из табл. 1), в которые переводит процесс диагно-
стирования проверка π5 из состояния R24: 
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1
5 :R24→ R10={E0, E6}, 2

5π :R24→ R5={E5};

— определяются условные вероятности (18), для вычисления величин γif(πj) использу-
ются выражения (20) и (21) из работы [2]:  

 *
24 0 5 0 5 6( ) / (1 )(1 )P    R R = (1– 0,01)(1– 0,06) = 0,9306; 

 *
24 0 5 5 5 6( ) /P    R R = 0,0007;  *

24 0 5 6 5 6( ) / (1 )P    R R = 0,0891; 

 *
24 5 5 0 5( ) /P   R R =0,01;  *

24 5 5 5 5( ) / 1P   R R =0,992;  *
24 5 5 6 5( ) /P   R R =0,01; 

 *
24 6 5 0 5 6( ) / (1 )P    R R = 0,0594;  *

24 6 5 5 5 6( ) / (1 )P    R R = 0,0073; 

 *
24 6 5 6 5 6( ) / (1 )(1 )P    R R = 0,9009; 

— находятся условные вероятности (17): 

 *
24 0 0 5/ ( )P  R R  

 
     

*
0 24 0 5 0

* * *
0 24 0 5 0 5 24 0 5 5 6 24 0 5 6

( ) ( ) /

( ) ( ) / ( ) ( ) / ( ) ( ) /

P P

P P P P P P


 

    

R R R

R R R R R R R R R
0,619 0,9306

0,619 0,9306 0,026 0,0007 0,069 0,0891


 

    
0,9894; 

 *
24 5 5 5/ ( )P  R R

 
     

*
5 24 5 5 5

* * *
5 24 5 5 5 0 24 5 5 0 6 24 5 5 6

( ) ( ) /
0,7894

( ) ( ) / ( ) ( ) / ( ) ( ) /

P P

P P P P P P


 

    

R R R

R R R R R R R R R
; 

 *
24 6 6 5/ ( )P  R R  

 
     

*
6 24 6 5 6

* * *
6 24 6 5 6 0 24 6 5 0 5 24 6 5 5

( ) ( ) /
0,6271

( ) ( ) / ( ) ( ) / ( ) ( ) /

P P

P P P P P P


 

    

R R R

R R R R R R R R R
; 

— находятся уточненные вероятности (12) видов технического состояния E0 , E5 и E6: 

0
24 0

0 5 6

( ) 0,619
( )

( ) ( ) ( ) 0,619 0,026 0,069

P
P

P P P
  

   
E

E
E E E

0,8669; 

24 5( )P E 0,0364; 24 6( )P E 0,0967; 

— вычисляется искомая средняя вероятность (15): 

     * * *
24 5 24 0 24 0 0 5 24 5 24 5 5 5 24 6 24 6 6 5( ) ( ) / ( ) ( ) / ( ) ( ) / ( )D P P P P P P       E E ER R R R R R

= 0,8669·0,9894 + 0,0364·0,7894 + 0,0967·0,6271= 0,9471. 
Для проверки π6 значение средней вероятности 24 6(π )D 0,9499 вычисляется аналогич-

ным образом. В соответствии с условием (16) в качестве оптимальной в фазовом состоянии 
R24 выбирается проверка π6. Полученный результат заносится в графы 3 и 4 (табл. 2).  

После нахождения оптимальных проверок во всех фазовых состояниях выполняется 
процесс обратного прохождения. В начальном фазовом состоянии R40={E0,E1,E2,E3,E4,E5,E6} 
оптимальной является π4 (табл. 2). Она и будет первой в синтезируемом алгоритме. Данная 
проверка переводит процесс диагностирования в фазовые состояния R24 и R34:  
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1
4 :R40→ R24={E0, E5, E6}, 2

4π :R40→ R34={E1, E2, E3, E4}.

В состоянии R24 оптимальная проверка — π6, причем  
1
6 :R24 → R0={E0}, 2

6π :R24 → R17 ={E5, E6}.

Состояние R0={E0} является конечным. Таким образом, подмножеством оптимальных 
проверок для определения работоспособного состояния системы является Π0={π4, π6}. В со-
стоянии R17 ={E5, E6} оптимальная проверка — π5 (табл. 2), при этом  

1
5 :R17→ R6={E6},   2

5 :R17→ R5={E5}.

Состояния R5 ={E5} и R6={E6} являются конечными, следовательно, для определения 
отказов пятого и шестого блоков существует одно и то же подмножество оптимальных про-
верок, т.е. Π5= Π6 ={π4, π6, π5}. Аналогично находятся подмножества оптимальных проверок 
для определения отказов остальных блоков системы. 

В каждом фазовом состоянии в процессе обратного прохождения проверяются ограни-
чения (11). Например, в состоянии R24: 

 
24 24

24 24 0 6 24 5 6 5
:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i j i

t i j t
i

M P t M P t P t t
  

           
E

E E E
R

   24 6 6 5( ) ( ) ( ) 8 0,8669 1 0,0364 1 0,0967(1 5) 8 1, 49 6,51 0P t t              E ;

24 24

24
:

( ) ( ) 11 4, 27 7,73 0
i j i

c i j
i

M P c
  

      
E

E
R

. 

Оптимальный алгоритм диагностирования системы в виде ориентированного граф-
дерева показан на рис. 2. Из алгоритма видно, что ограничения (9) и (10) для каждой ветви 
алгоритма и в каждом фазовом состоянии выполняются. Характеристики процесса диагно-
стирования, которые определяются выражением (14), принимают значения:  

ED = P(E0)(1 –α4)(1 –α6) + P(E1)(1 –β4)(1 – β2)(1 –β5) + P(E2)(1 – β4)(1 –β2)(1 –α5) + 
+P(E3)(1 –β4)(1 –α2)(1 –β3) + P(E4)(1 –β4)(1 –α2)(1 –α3) +P(E5)(1 –α4)(1 –β6)(1 –β5)+ 

+P(E6)(1–α4)(1 –β6)(1–α5) = 0,907; 
ET = 6,57; EC = 10,92. 

2
5

1
5

2
31

3

2
6

1
6

2
2

1
2

2
5

1
5

2
4π

1
4π

E0, E1, E2, E3, E4, E5, E6 

E0, E5, E6 

  E0   E5, E6   E3, E4   E1, E2, 

  E6   E5   E4   E3   E2   E1 

E1, E2, E3, E4 

Рис. 2 
Полученные значения ET и EC свидетельствуют, что средняя продолжительность диаг-

ностирования и средние затраты трудовых ресурсов для алгоритма в целом (выражения (22), 
работа [2]) не превышают допустимых величин. Значение средней вероятности ED является 
максимальным. 

Полный и корректный учет ограничений при построении алгоритмов — это одно из 
ключевых условий повышения достоверности диагностической информации. 
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Peculiarities of the dynamic programming method application to development of optimal algorithms 

of diagnostics of systems with all kinds of constraints are considered. An example of design of an algo-
rithm which is optimal according to the criterion of maximum average probability of correct decision on the 
technical condition of the system is presented. Special attention is paid to formation and constraint check-
ing in the intermediate phase states.  
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