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Рассмотрено проектирование дискретных фильтров на основе инвариантных 
дифференциальных и интегральных уравнений непрерывных фильтров-
аналогов. Метод инвариантных дифференциальных уравнений основан на за-
мене дифференциальных уравнений конечными разностями. При синтезе на ос-
нове инвариантных интегральных уравнений осуществляется замена интеграль-
ных уравнений суммами. Предложенные методы позволяют синтезировать раз-
нообразные дискретные фильтры нижних и верхних частот, полосовые и ре-
жекторные фильтры. При правильном выборе периода дискретности частотные 
свойства синтезированных дискретных фильтров достаточно хорошо совпада-
ют с частотными свойствами непрерывных фильтров-аналогов. Выбор метода 
синтеза дискретных фильтров по их непрерывным аналогам определяется тем, 
каким параметром задан непрерывный фильтр — частотной передаточной 
функцией, импульсной или переходной характеристикой, дифференциальным 
или интегральным уравнением.  

Ключевые слова: дискретный фильтр, дифференциальное и интегральное 
уравнения, разностное уравнение 

Введение. При разработке цифровых устройств обработки сигналов широкое примене-
ние находят разнообразные фильтры нижних и верхних частот, полосовые и режекторные 
фильтры, другие линейные системы. В настоящее время методика синтеза дискретных 
фильтров по заданным непрерывным аналогам достаточно хорошо отработана. 

На практике используют два основных метода — синтез дискретных фильтров в час-
тотной и временной областях [1—5]. Синтез в частотной области заключается в использова-
нии билинейного z-преобразования, при котором осуществляется формальная замена пара-
метра ωj  в частотной передаточной функции непрерывного фильтра ( ω)W j  на функцию 
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где ω ,j Tz e  T — период дискретности. 
В результате передаточная функция дискретного фильтра n-го порядка в z-плоскости 

записывается в общем виде следующим образом: 
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где ,ia jb — весовые коэффициенты нерекурсивной и рекурсивной частей передаточной 

функции.  
Данная передаточная функция определяет алгоритм работы дискретного фильтра в виде 

разностного уравнения 
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где [ ],x k [ ]y k  — дискретные входной и выходной сигналы фильтра. 
При синтезе дискретных фильтров во временной области используют методы инвари-

антных импульсной или переходной характеристик [6—8]. Метод инвариантной импульсной 
характеристики заключается в использовании последовательности отсчетов импульсной ха-
рактеристики h(t) непрерывного фильтра-аналога. Для нерекурсивного дискретного фильтра 
выходной сигнал определяется соотношением  
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где h[i] — отсчеты импульсной характеристики непрерывного фильтра. 
В случае применения метода инвариантной переходной характеристики используются 

приращения переходной характеристики непрерывного фильтра-аналога. Тогда для нерекур-
сивного дискретного фильтра выходной сигнал определяется как 
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где [ ] [ ] [ 1]g i g i g i     — приращения переходной характеристики g(t) непрерывного фильт-
ра в двух соседних отсчетах. 

Фильтры как линейные системы могут описываться дифференциальными и интеграль-
ными уравнениями; проблемам разработки дискретных фильтров на их базе в литературе не 
уделяется должного внимания.  

Рассмотрим задачу синтеза дискретных фильтров на основе известных дифференциаль-
ных и интегральных уравнений непрерывных фильтров-аналогов. Аналогично вышеописан-
ным методам возможны два подхода — синтез во временной и частотной областях. Рассмот-
рение данных вопросов составляет основную часть настоящей статьи. 

Синтез дискретных фильтров на основе инвариантных дифференциальных урав-
нений во временной области. Суть метода заключается в том, что в известном дифференци-
альном уравнении, описывающем работу непрерывного фильтра [6—9],  
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где ;m n ,ia ib  — весовые коэффициенты, производные входного x(t) и выходного y(t) сиг-

налов заменяются конечными разностями: 
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Значения весовых коэффициентов ci разностных уравнений, соответствующих произ-
водным различных порядков, представлены в таблице. 
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сi n 
с0 с1 с2 с3 с4  с5 с6 с7 с8 с9 

1 1 –1         
2 1 –2 1        
3 1 –3 3 –1       
4 1 –4 6 –4 1      
5 1 –5 10 –10 5 –1     
6 1 –6 15 –20 15 –6 1    
7 1 –7 21 –35 35 –21 7 –1   
8 1 –8 28 –56 70 –56 28 –8 1  
9 1 –9 36 –84 126 –126 84 –36 9 –1 

С учетом соотношений (2) дифференциальное уравнение линейной системы (1) записы-
вается в виде конечных разностей: 

  

1
( 1)

0 1
0 0

1
( 1)

0 1
0 0

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( ).

n n
n n

i i n
i i

m m
m m

i i m
i i

a T s y t iT a T p y t iT a y t

b T k x t iT b T d x t iT b x t


  

 


  

 

     

     

 

   (3) 

В выражении (3) весовые коэффициенты is  соответствуют n-й производной; ip  — n–1-й 

производной; ik  — m-й производной; id  — m–1-й производной и т. д. 

Из соотношения (3) находим выходной сигнал фильтра  
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При дискретном представлении входного и выходного сигналов фильтра, когда t=nT, 
работа дискретного фильтра на основании (4) определяется выражением 
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Данное соотношение определяет алгоритм работы дискретного фильтра n-го порядка. 
Рассмотрим ряд конкретных примеров. 

1. Фильтр нижних частот третьего порядка. Частотная передаточная функция непре-
рывного фильтра и его дифференциальное уравнение имеют следующий вид [6, 10]: 
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где  — постоянная времени фильтра. 
После замены в дифференциальном уравнении третьей производной ее разностным эк-

вивалентом (третья строка в таблице) получим следующее разностное уравнение дискретного 
фильтра нижних частот третьего порядка: 
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где 3(τ / ) .a T  
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Выражение (6) позволяет записать амплитудно-частотную характеристику (АЧХ) рас-
сматриваемого фильтра в виде 
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Результаты расчета АЧХ рассматриваемых непрерывного и дискретного фильтров для 

случая 3 3(τ / ) 10a T   показывают, что отклонение АЧХ фильтров не превышает 0,5 дБ. 
2. Фильтр верхних частот третьего порядка. В данном случае частотная передаточная 

функция и дифференциальное уравнение описываются соотношениями [6, 10] 
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Применяя ранее представленную методику, получаем для дискретного фильтра разно-
стное уравнение вида 
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Тогда АЧХ рассматриваемого фильтра  
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Как показывает анализ полученных данных, при 3 3(τ / ) 10a T   отклонение АЧХ не-
прерывного и дискретного фильтров не превышает 0,7 дБ. 

Синтез дискретных фильтров на основе инвариантных дифференциальных урав-
нений в частотной области. По-прежнему будем считать, что фильтр задан дифференциаль-
ным уравнением (1). Известно [11,12], что частотная передаточная функция идеального диф-
ференцирующего звена имеет вид 1( ω) ω.W j j  Тогда частотная передаточная функция  

идеального дифференцирующего звена i-го порядка может быть представлена следующим 
образом:  
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С учетом данного соотношения дифференциальное уравнение (1) в частотной области 
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где ( ω)x j , ( ω)y j  — спектральные плотности входного и выходного сигналов фильтра. 
В результате частотная передаточная функция непрерывного фильтра будет определять-

ся выражением 
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Отношение полиномов с использованием билинейного z-преобразования трансформи-
руется в z-плоскость и приобретает вид [13—15] 
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позволяющий найти алгоритм работы дискретного фильтра в виде разностного уравнения 
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с весовыми коэффициентами ic и id . 

Синтез дискретных фильтров на основе инвариантных интегральных уравнений 
во временной области. Фильтр как линейная система может быть задан интегральным урав-

нением. Для этого числитель и знаменатель передаточной функции (7) поделим на ( ω) .nj   
В результате получим  
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Частотная передаточная функция идеального интегрирующего звена i-го порядка опре-

деляется выражением ( ω) ij   [11, 12]. В результате частотная передаточная функция (8) мо-
жет быть записана в виде  
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где, как и ранее, ( ω)x j , ( ω)y j  — спектральные плотности входного и выходного сигналов 
фильтра. 

Во временной области соотношение (9) будет определяться интегральным уравнением, 
описывающим работу фильтра, 
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Аналогично предыдущим случаям синтез фильтров на базе интегральных уравнений 
возможен во временной и частотной областях. 

Пусть непрерывный фильтр задан интегральным уравнением (10). Для реализации рас-
сматриваемого метода в интегральном уравнении (10) заменим интегралы приближенными 
соотношениями в виде сумм отсчетов входных и выходных сигналов: 
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y l dldl T y i j
 

  
 

2

0 00 0

( ) [ , ];
t t k k

i j

x l dldl T x i j
 

    (11) 

……………………………………………………………… 

 
0 00 0

... ( ) ... ... [ ,..., ];
t t k k

n

i j

y l dl dl T y i j
 

     
0 00 0

... ( ) ... ... [ ,..., ].
t t k k

n

i j

x l dl dl T x i j
 

     

После замены интегралов (10) суммами (11) для упрощенного случая m=n получим ин-
вариантное уравнение в дискретной форме: 
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0 1
0 0 0

0 1
0 0 0

[ ] [ ] ... ... [ ,..., ]

[ ] [ ] ... ... [ ,..., ].

k k k
n

n
i i j

k k k
n

n
i i j

a y k a T y i a T y i j

b x k b T x i b T x i j

  

  

   

   

  

     (12) 

Например, для двойного интеграла сумма 2

0 0

[ , ]
k k

i j

S T y i j
 

   может быть представлена в 

виде 2

0

,
k

j
j

S T m


   где  

0 0

1 0 1

2 0 1 2

3 0 1 2 3

0 1 2

;

;

;

;

...........................................

... .k k

m n

m n n

m n n n

m n n n n

m n n n n



 
  

   

    

 

В данном выражении параметр in  определяется соотношениями 

0

1

2

3

[0];

[0] [1];

[0] [1] [2];

[0] [1] [2] [3];

.....................................................

[0] [1] [2] ... [ ].k

n y

n y y

n y y y

n y y y y

n y y y y k


 
  
   

    

 

Для заданного фильтра выражение (12) позволяет найти выходной сигнал y[n]. Рассмот-
рим пример. 

Фильтр нижних частот Баттерворта первого порядка. Частотная передаточная функ-
ция, переходная характеристика и интегральное уравнение непрерывного фильтра определя-
ются соотношениями [2, 12] 

  
0 0

( ω) 1/ (1 ωτ);

( ) 1 exp( / τ);

τ ( ) ( ) ( ) .
t t

W j j

g t t

y t y l dl x l dl

 
  

    (13) 

После замены интегралов в (13) суммами (11) можно записать в дискретной форме  

0 0

τ [ ]+ [ ] [ ].
k k

i i

y k T y i T x i
 

 
 

После несложных преобразований данное выражение приводится к виду 

  
1

0 0

[ ] [ ] [ ] ,
k k

i i

y k a x i y i


 

    
  
    (14) 

где 1 / (1 τ / ).a T   
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Найдем переходную характеристику g[k] фильтра. Для этого в (14) положим x[i]=1. То-

гда получим 
1

0

[ ] [ ] .
k

i

g k a k g i




    
  


 

Расчеты показывают, что при τ/ 10T   переходные характеристики непрерывного и 
дискретного фильтров практически полностью совпадают. 

Частотная передаточная функция синтезированного дискретного фильтра может быть 
определена соотношением [8] 

д
0

( ω) { [ ] [ 1]}exp( ).
k

i

W j g i g i j iT


    
 

Для получения достоверных результатов время анализа t=kT должно превышать дли-
тельность переходного процесса 3τ.kT 

 
 

Согласно расчетам, АЧХ непрерывного и дискретного фильтров практически совпадают: 
их отличие не превышает 0,5 дБ. 

Синтез фильтров более высоких порядков сопряжен со значительными трудностями 
при расчетах. В этом случае можно предложить следующие решения. 

Пусть непрерывный фильтр-аналог задан интегральным уравнением n-го порядка (10). 
Продифференцируем n раз его левую и правую части, в результате получим  

1 0 1 0
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ... ( ) ... .
n m

n n m mn m

dy t d y t dx t d x t
a y t a a b x t b b

dt dtdt dt
       

 
Далее необходимо воспользоваться рассмотренным выше методом инвариантных диф-

ференциальных уравнений, заменив в данном выражении производные их разностными экви-
валентами.  

Синтез дискретных фильтров на основе инвариантных интегральных уравнений  
в частотной области. Пусть непрерывный фильтр-аналог задан интегральным уравнением 
(10). Для проведения исследований запишем в общем случае частотную передаточную функ-
цию интегрирующего звена i-го порядка следующим образом [3]: 

1( ω) [ ( ω)] ( ω) .i i
iW j W j j    

Тогда интегральное выражение (10) преобразуется к виду (9). В результате частотная 
передаточная функция непрерывного фильтра, заданного интегральным уравнением, будет 
определяться выражением (8). 

Полученная частотная передаточная функция стандартными операциями с использова-
нием билинейного z-преобразования, указанного ранее, преобразуется в передаточную функ-
цию в z-плоскости, что позволяет определить алгоритм работы дискретного фильтра в виде 
рекуррентного уравнения. 

Заключение. Рассмотренные методы инвариантных дифференциальных и интеграль-
ных уравнений позволяют синтезировать разнообразные дискретные фильтры нижних и 
верхних частот. Эти методы могут быть распространены на построение полосовых и режек-
торных фильтров. Синтез на базе инвариантных дифференциальных уравнений отличается 
наглядностью и простотой. В то же время использование метода инвариантных интегральных 
уравнений для создания дискретных фильтров высоких порядков связано со значительными 
вычислительными трудностями. 

При правильном выборе периода дискретности частотные свойства дискретных фильт-
ров, синтезированных на основе рассмотренных методов, достаточно хорошо совпадают с 
частотными свойствами непрерывных фильтров-аналогов. Выбор конкретного метода синте-
за дискретных фильтров определяется тем, каким параметром задан непрерывный фильтр-
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аналог — частотной передаточной функцией, импульсной или переходной характеристикой, 
дифференциальным или интегральным уравнением. 
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SYNTHESIS OF DISCRETE FILTERS 
BY METHODS OF INVARIANT DIFFERENTIAL AND INTEGRAL EQUATIONS 

S. I. Ziatdinov 

St. Petersburg State University of Aerospace Instrumentation,  
190000, St. Petersburg, Russia  

E-mail: kaf53@guap.ru 
 

Design of discrete filters on the base of invariant differential and integral equations of analogous 
continuous filters is considered. Method of invariant differential equations uses substitution of the differen-
tial equations by final differences. When synthesis based on invariant integral equations method is real-
ized, integral equations are substituted by sums. The proposed methods make it possible to synthesize a 
variety of discrete low-pass and high-pass filters, bandpass and notch filters. With the correct choice of the 
discreteness period, the frequency properties of the synthesized discrete filters agree well enough with the 
frequency properties of the continuous analog filters. The choice of the method of synthesis of discrete  
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filters by their continuous analogs is determined by the parameter specified by the continuous filter, e.g. 
frequency transfer function, pulse or transient response, differential or integral equation. 

Keywords: discrete filter, differential and integral equations, difference equation 
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