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Показана возможность с помощью линейного дискретного корректирующего 
устройства получить в линеаризованной модели цифровой следящей системы 
конечное время затухания свободного процесса. Это время не превышает целое 
число периодов дискретизации, равное порядку непрерывной части системы, 
таким образом достигается предельно возможное быстродействие системы. 
Получены условия затухания свободного процесса за конечное время: управ-
ляемость и наблюдаемость дискретной модели непрерывной части системы. 
Для соблюдения условий необходимо отсутствие общих множителей числителя 
и знаменателя передаточной функции непрерывной части. Предложена методи-
ка выбора простейшей передаточной функции дискретного корректирующего 
устройства, учитывающая требования „грубости“ системы. Рассмотрен пример 
цифровой следящей системы с непрерывной частью 3-го порядка.  

Ключевые слова: цифровая следящая система, свободный процесс, конечное 
время затухания 

Введение. Как известно, в линеаризованной модели цифровой следящей системы (ЦСС) 
при нулевых корнях характеристического уравнения свободный процесс затухает за конечное 
время, равное целому числу периодов дискредитации по времени. Свободный процесс может 
быть вызван ненулевыми начальными условиями или внешними воздействиями.  

Э. Джури называл апериодическим такой характер протекания переходных процессов [1]. 
Отечественные ученые, например В. П. Шипилло [2], также уделяли внимание дискретным 
системам с конечным временем затухания переходных процессов.  

В настоящее время расчету цифровых регуляторов, обеспечивающих конечное время 
затухания свободных процессов, уделяется недостаточное внимание. Более того, даже в учеб-
никах для вузов этот вопрос освещен недостаточно или даже некорректно, как например, в 
[3]. Это может создать у учащихся неправильное представление о проблеме. В работе [3] рас-
смотрен расчет цифрового регулятора, обеспечивающего в системе стабилизации частоты 
вращения электропривода постоянного тока достижение заданной скорости за один период 
дискретизации. Это значение достигается в конце первого периода дискретизации, однако 
свободный процесс при этом не только не заканчивается, он оказывается медленно затухаю-
щим. Поскольку в моменты квантования частота вращения принимает заданное значение, 
цифровой регулятор перестает реагировать. Вследствие этого переходный процесс протекает, 
как в разомкнутой системе, т.е. очень медленно. 

В отечественной литературе расчет цифровых автоматических систем рассмотрен с 
приемлемой полнотой [4—6], но системы с конечным временем затухания свободных про-
цессов рассмотрены недостаточно в работах, посвященных расчету ЦСС.  

Передаточная функция дискретного корректирующего устройства, обеспечиваю-
щего конечное время затухания свободных процессов. Рассмотрим ЦСС, линеаризованная 
модель которой представлена на рис. 1. 
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Рис. 1 

Идеальный импульсный элемент ИИЭ учитывает квантование сигналов по времени с 
периодом T. Дискретный фильтр ДФ с передаточной функцией D(z) преобразует дискретные 
значения рассогласования [ν ]T  в 1[ν ]T  по корректирующей программе, реализуемой 

обычно в микропроцессоре. Фиксатор нулевого порядка ФНП учитывает факт запоминания 

1[ν ]T  на период T в выходном регистре микропроцессора. ФНП представлен передаточной 

функцией формирующего элемента 
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В передаточной функции непрерывной части НЧ НЧ ( )W p  учтено и преобразование 

1[ν ]T  в напряжение в микропроцессоре. Интегрирующие свойства исполнительного двига-

теля обеспечивают первый порядок астатизма ЦСС, что учтено множителем p в знаменателе 
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Передаточная функция разомкнутой ЦСС имеет вид [4—6]: 

 ЦCC HЧ( ) ( ) ( ),W z D z W z   (3) 

где  
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Коэффициенты βi  определяются в результате разложения НЧ ( ) /W p p  на простейшие 

дроби, их Z-преобразования и сложения результатов. Аналитические выражения для коэффи-
циентов βi  очень сложны и громоздки, численные значения βi  можно получить, используя 

прикладные программы, например MatLab.  
Заметим, что дискретная передаточная функция НЧ помимо полюса z=1, лежащего на 

границе области устойчивости  
 1,z    (5) 

может иметь нули вне этой области даже при 1( ) 1.nR p   

Для затухания свободного процесса в линеаризованной модели ЦСС за конечное время 
необходимо, чтобы существовало ограниченное управляющее (скалярное) воздействие, пере-
водящее ее из любого исходного состояния в нулевое за конечное время [7]. В рассматривае-
мом в настоящей работе случае непрерывная часть управляема и наблюдаема при отсутствии 
общих множителей числителя и знаменателя ее передаточной функции [7]. 

Управляющее воздействие на непрерывную часть ЦСС является ступенчатой функцией, 
длительность ступенек равна шагу квантования по времени T. 
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Для выявления существования ступенчатого управляющего воздействия, обеспечиваю-
щего конечное время полного затухания свободного процесса, то есть возвращения непре-
рывной части в нулевое состояние из любого исходного состояния, рассмотрим процесс в ес-
тественном фазовом пространстве НЧ [8]: 
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',i ia b — коэффициенты передаточной функции НЧ ( )W p :  
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Обозначим ui входной сигнал, действующий на НЧ на интервале iT<t<(i+1)T , 
( ), 0, 1, 2, 3, ...i iT i    Проинтегрировав систему дифференциальных уравнений (6), 

получим 
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Аналогичным образом получим 
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Введем в рассмотрение вектор-столбец 

 0 1 1[ , ,..., ]TmU u u u    (10) 

и ( n m )-матрицу 
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Это позволяет записать выражение (9) в виде 
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Полагая 0,m   получим систему n уравнений с m неизвестными управляющими воз-

действиями 0 1 1, ,..., mu u u  , переводящими непрерывную часть из состояния 0  в нулевое 

0.   



 Цифровая следящая система с конечным временем затухания свободного процесса 1081 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2019. Т. 62, № 12 

При m n  за m периодов управления можно перевести непрерывную часть в нулевое 
состояние 0m   только из исходных состояний 0 , принадлежащих области значений 

матрицы 1( ( ))mH T V . Множество этих состояний является только частью n-мерного естест-
венного фазового пространства непрерывной части, совпадающей с множеством всех линей-
ных комбинаций m столбцов этой матрицы [9]. Оно имеет размерность m при линейной неза-
висимости столбцов матрицы.  

При m n  и линейной независимости столбцов матрицы 1( ( ))mH T V  возможен пере-
вод непрерывной части из любого исходного состояния в нулевое. Следовательно, невырож-
денность  квадратной ( n n )-матрицы  

  1 1 2 1( ( )) [ ( ) ( ) ... ( ) ( ) ]n n nH T V H T b H T b H T b H T b       (13) 

является необходимым и достаточным условием существования и единственности управле-
ния (10), переводящего непрерывную часть за n периодов при любых начальных условиях в 
нулевое состояние.  

Заметим, что для невырожденной матрицы ( )H T  полученное условие совпадает с усло-
вием управляемости линейной дискретной системы со скалярным управлением [10]. 

Из формул (12) и (13) при m n  получаем 
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Поскольку ступенчатое управление переводит непрерывную часть ЦСС в нулевое со-
стояние за конечное время, желательно определить передаточную функцию дискретного кор-
ректирующего устройства D(z), решающего эту задачу в замкнутой системе. Наиболее просто 
определить D(z), используя аппарат дискретных передаточных функций.  

Обеспечить затухание свободного процесса за конечное время может передаточная 
функция замкнутой ЦСС вида 
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позволяющая определить искомую передаточную функцию дискретного корректирующего 
устройства D(z) 
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Как известно [5], для обеспечения „грубости“ замкнутой скорректированной системы 
передаточная функция разомкнутой системы ( ЦCC ( )W z  (3)) должна содержать все нули и по-

люсы дискретной передаточной функции непрерывной части ( HЧ ( )W z  (4)), равные и большие 

по модулю 1, т.е. лежащие на границе области устойчивости (5) и вне нее. 
Из полюсов HЧ ( )W z  необходим z=1 не только по соображениям „грубости“, но и для 

сохранения первого порядка астатизма системы. Следствием этого является необходимость 
наличия у ЦCC ( )W z  (17) полюса z=1. Это требует выполнения условия  
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Чтобы сохранить нули HЧ ( )W z , лежащие вне области устойчивости (5), целесообразно 

оставить все нули, т.е. корни Rn–1(z). Такой подход позволяет упростить дискретное коррек-
тирующее устройство. Для этого достаточно, чтобы числитель желательной передаточной 
функции замкнутой ЦСС ЦCC( )z  (15) отличался от числителя HЧ ( )W z  (4) только постоян-

ным множителем. Выбрав в качестве этого множителя ( 1 1 0(β ... β β )nk     )–1, получим 
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Использование формулы (19) гарантирует выполнение условия (18). Таким образом, по-
лучаем  

 
1 1

1 1
1 1

1 1 0 1 1 0
0 0

( ) ( 1)( )...( )
( ) .

β ... β β ... β β

n n
n n

n n n n
i n i n

i i

Q z z z d z d
D z

k z g z g z g k z z z


 

 
 

 

  
 

   
           

   
  

 

Сократив общий множитель (z–1) в числителе и знаменателе полученного выражения, 
получим передаточную функцию дискретного корректирующего устройства  
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Таким образом, порядок ( )D z  равен n–1, т.е. на единицу меньше порядка HЧ ( )W z . 

Подстановка передаточной функции ( )D z  (20) в выражения передаточных функций 

ЦCC ( )W z  (3) и ЦCC( )z  дает соответственно 
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β ... β β
,

( 1)( ... )

n
n

n n
n n

n
n

n
n

z z
W z

z z z

z z

z q z q z q





 







  
 

      

  


   

  (21) 

 
1 1

ЦCC 1 1 0 1 1 0
ЦCC

ЦCC 1 1 0

( ) β ... β β g ... g g
( ) .

1 ( ) (β ... β β )

n n
n n

n n
n

W z z z z z
z

W z z z

 
 



     
   

   
  (22) 

Переходную характеристику ЦСС h[T], необходимую для оценки качества управления 
в переходных режимах, получим с помощью обратного Z-преобразования произведения 

 1)1
ЦCC 1 1 0

(( ) (g ... g g ) ,
1 ( 1)

n n
n

z z
z z z z

z z
       

 
  (23) 

 1 1 0= 1 1[ν ] g 1[(ν ) ] ... g 1[(ν + ) ] g 1[(ν ) ].nh T T n T n T            (24)  

Выражение (24) можно записать в более удобном для восприятия виде 

 

0 0

1, 2, ..., 1
1

1, ν

ν

-

, ν ,

[ν ]= ν ,

.

,
i

n ih T g n

n







  

 

   (25) 

Свободная составляющая выходной величины .вых св ( )t  в моменты квантования =νt T  

при вх[ν ] 1[ν ]T T   принимает значения 
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 .вых св
1

1, ν 0,

[ν ]= 1 , 1, 2, ..., 1,

0, ν .

 n i
i

T g n

n








    

 

   (26)  

Можно показать, что и вых.св ( ) 0t   при t nT  в случае наблюдаемости импульсной систе-

мы [10]. Достаточно установить равенство нулю свободного процесса при ,t nT  т.е. св ( ) 0.nT   

При св ( ) 0,nT   получаем св св(( 1) ) ( ) ( ),n T H T nT     св (( 2) )n T   2
св( ) (( 1) ),H T n T   

…, 1
св св((2 1) ) ( ) ((2 2) ),nn T H T n T      откуда вых.св св[ ] [ ],TnT c nT    .вых св [( 1) ]n T    

св вых.св св[( 1) ],..., (2 1) ] [(2 1) ].T Tc n T n T c n T         

Поскольку вых[ν ] 0T   при ν n , для определения ( ) t nTt   получаем систему n ли-

нейных уравнений, которую можно записать в матричной форме 

 

1

0

0( )
[ ]

......
0( )

T

T

T n

с

с H T
nT

с H T

                   

 , или 1( ) ... ( ( )) [ ] 0.T T nc cH T c H T nT    
  (27)  

Невырожденность матрицы наблюдаемости 1( ) ... ( )
T

T T T nc c H T c H T 
  

[7] доказывает 

равенство св ( ) 0t nTt    и, следовательно, полное затухание свободного процесса в непре-

рывной части за n периодов дискретности при любых начальных условиях. 
Возможно полное затухание свободного процесса в непрерывной части за m<n периодов 

дискретности при начальных условиях, принадлежащих области значений ( n m )-матрицы 
1 2 1[ ( ) ( ) ... ( ) ( ) ].n nH T b H T b H T b H T b     

Пример. Рассмотрим ЦСС с HЧ 1 2( ) / [ ( 1)( 1)]W p k p T p T p   , при T1=0,1 c, T2=0,02 c, 

T=0,01 c, k=10 c–1. По выражениям, полученным в [11], рассчитаем параметры дискретной 
передаточной функции непрерывной части 

2
2 1 0

HЧ
1 2

β β β
( ) ,

( 1)( )( )

z z
W z

z z d z d
k

 


  
 

где 5 4 5
2 1 0 1 2β 7, 2024 10 , β 2, 4904 10 , β 5,3367 10 , 0,90484, 0,60653d d          . Заме-

тим, что HЧ ( )W z  имеет нули z1=–3,2282, z2=–0,2295, первый из которых лежит вне области 

устойчивости (5). Это требует соблюдения условия „грубости“. Вычисление по формуле (20) 
передаточной функции дискретного фильтра ( )D z  дает 

 
2

1 0
2

2 1 0

( )
( ) ,

( )

z a z a
D z

k q z q z q

 


 
  (28)  

где a1=–d1–d2=–1,5114, a0=d1d2=0,54881, 3
1 02 2=β β β 3,7444 10 ,q      1 1 0=β βq   

33,0241 10 ,   4
0 0=β 5,3367 10q   . 
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На рис. 2 представлена математическая модель ЦСС с конечным временем затухания 
свободного процесса, построенная в системе MatLab.  

 
Рис. 2 

Переходная характеристика ЦСС h(t), дискретные значения рассогласования [ν ]T  и 

его преобразованные по корректирующей программе значения 1[ν ]T  представлены на рис. 3, 

откуда видно затухание свободного процесса за три периода дискретности (3T). 
  
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–0,4 
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–0,8 

0                    1                    2                   3           t/T 

вых(t)=h(t) 

1[T]/500 

[T]

 
Рис. 3 

Процессы в ЦСС при линейно возрастающем воздействии с единичной скоростью  
нарастания представлены на рис. 4. Поскольку начальное значение линейно возрастающего 
воздействия равно нулю, первый период система, находящаяся при нулевых начальных усло-
виях, не работает. Свободный процесс при этом затухает за два периода дискретности (2T). 

  

0,03 

0,02 

0,01 

0 

–0,01 

–0,02 
0                 0,01             0,02             0,03           t, c 

вых(t) 

1[T]/500 
[T]

 
Рис. 4 

Если линейно возрастающее воздействие имеет небольшое начальное значение, процесс 
его отработки начинается в момент t=0, а свободный процесс затухает за три периода дис-
кретности (3T). При увеличении начального линейно возрастающего воздействия до значе-
ния, соответствующего приращению за период дискретности, процесс его отработки начина-
ется при t=0, а свободный процесс затухает за два периода дискретности (2T) (рис. 5). 
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Рис. 5 

Выводы 
1. С помощью линейного дискретного корректирующего устройства в линеаризованной 

модели цифровой следящей системы можно получить конечное время затухания свободного 
процесса, не превышающее целое число периодов дискретизации, равное порядку непрерыв-
ной части системы. 

2. Для затухания свободного процесса за конечное время, не превышающее целое число 
периодов дискретизации, равное порядку непрерывной части, требуются управляемость и на-
блюдаемость дискретной модели непрерывной части системы. 

3. Предложена методика выбора простейшей передаточной функции дискретного кор-
ректирующего устройства, учитывающая требования „грубости“ системы. 
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DIGITAL TRACKING SYSTEM WITH FINITE DECAY TIME OF FREE PROCESS 
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The possibility to obtain a finite decay time of free process in a linearized model of a digital tracking 
system using a linear discrete correction device is demonstrated. The decay time does not exceed the in-
teger number of sampling periods equal to the order of the system continuous part, and therefore the 
maximum possible speed of the system is achieved. The conditions of free process damping for finite time 
are derived: controllability and observability of the discrete model of the continuous part of the system. To 
comply with the conditions, the absence of common multipliers of the numerator and denominator of the 
transfer function of the continuous part is necessary. The method of choice of the simplest transfer func-
tion of the discrete correcting device considering requirements of system roughness is proposed. An ex-
ample of a digital tracking system with a continuous part of the 3rd order is analyzed. 

Keywords: digital tracking system, free process, finite decay time  
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