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Рассмотрены задачи полуавтоматического управления манипуляционными ро-
ботами с задаваемыми человеком-оператором положением и ориентацией ра-
бочего инструмента. Проанализированы теоретические методы задания ориен-
тации. Приведены обратные задачи кинематики, решаемые в позиционных сис-
темах управления шестизвенным роботом. Рассмотрены способы решения та-
ких задач при помощи итерационных методов с вычислением матрицы Якоби 
исполнительного механизма робота и без вычисления. Приведены примеры 
расчета траекторий звеньев шестизвенного робота на заданной спиралевидной 
траектории движения рабочего инструмента с использованием разных способов 
задания его ориентации. Исследована сходимость итерационных алгоритмов 
решения обратных задач кинематики.  
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Введение. Во многих областях деятельности широкое применение находят биотехниче-
ские системы управления манипуляционными роботами [1—9], в которых человек-оператор 
управляет движением схвата или другого рабочего инструмента с помощью задающего мани-
пулятора или многостепенных задающих рукояток типа джойстиков. Человек является неотъем-
лемой частью таких систем и представляет собой динамическое звено в общем контуре визуаль-
ного управления роботом. 

В копирующих системах управления оператор непосредственно задает программные 
положения звеньев робота с помощью датчиков положений звеньев манипулятора. Движения 
могут быть воспроизведены либо следящими приводами робота, либо посредством двумер-
ных обратимых следящих систем соответствующих пар звеньев задающего манипулятора и 
робота. В полуавтоматических системах, в отличие от копирующих, для управления положе-
нием и ориентацией рабочего инструмента шестизвенного робота необходимы две задающие 
рукоятки, кинематические схемы и габариты которых существенно отличаются от геометри-
ческих параметров исполнительного механизма робота.  

Предметом рассмотрения в статье являются алгоритмы полуавтоматического позицион-
ного управления шестизвенным манипуляционным роботом с задаваемыми человеком-
оператором положением и ориентацией его рабочего инструмента. Основными задачами ра-
боты являются: 

— рассмотрение задач позиционного полуавтоматического управления роботом с зада-
ваемой ориентацией рабочего инструмента, 

— обсуждение теоретических методов задания ориентации,  
— формулировка обратных задач кинематики в соответствии с разными вариантами за-

дания ориентации; 
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— анализ алгоритмов итерационных численных методов, необходимых для решения 
обратных задач кинематики в разных постановках; 

— тестирование и исследование сходимости итерационных алгоритмов на конкретных 
практических примерах позиционного управления шестизвенным роботом. 

Задачи позиционного полуавтоматического управления. При позиционном управле-
нии роботом его вектором состояния является  6 1   -вектор 

P
S

O

 
  
 

, 

где  T,  ,   P X Y Z  — вектор координат положения инструмента,  T,  ,   O      — 

 T,  ,   O      — вектор углов ориентации инструмента.  

В полуавтоматических системах управления сигналы от рукоятки преобразуются по-
средством специализированного вычислительного устройства (СВУ) в (6×1)-вектор про-
граммных положений звеньев робота. При этом в СВУ в реальном времени выполняются 
[10—12]: 

1) прямые задачи кинематики о положениях задающих рукояток 

    T
1 1 1 1 1 1, ,  ,h h h h h hP X Y Z F q    (1) 

    T
2 2 2 2 2 2, ,  ,h h h h h hP X Y Z F q    (2) 

где 1hq  и 2hq  — (31)-векторы положений звеньев рукоятки, измеряемых их датчиками, 

 1 1h hF q  и  2 2h hF q  — (31)-вектор-функции, соответствующие кинематическим схемам ру-

кояток; 
2) масштабирование векторов 1hP  и 2hP  с заданными масштабными коэффициентами 

    T T
1 1 1,  , ,  , ,p p p p x h y h z hP X Y Z M X M Y M Z     (3) 

    TT
2 2 2,  ,   ,  , ,p p p p h h hO M X M Y M Z         (4) 

где вычисленные векторы pP  и pO  интерпретируются как программные векторы положения 

и углов ориентации рабочего органа робота, задаваемые человеком-оператором; 
3) обратная задача кинематики о программных положениях звеньев робота 

    T 1
1 2 6, , ,  ,p p p p M pq q q q F S      (5) 

где  
p

p
p

P
S

O

 
  
 

 — программный  6 1   -вектор состояния робота,  1
M pF S  — нелинейная 

 6 1 -вектор-функция, обратная вектор-функции  MF q , соответствующей кинематической 

схеме исполнительного механизма робота; 
4) тестирование программных положений звеньев робота, в том числе с использованием 

3D-анимации программного движения робота с закрепленным на его руке инструментом; 
5) прямая задача кинематики о реальном векторе состояния робота 

   ,r
r M r

r

P
S F q

O

 
  
 

  (6) 

где  T,   ,    r r r rP X Y Z  — вектор координат положения инструмента,  T,   ,    r r r rO      — 

вектор углов ориентации инструмента,  T1 2 6, , ,  r r r rq q q q   — вектор положений звеньев 
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робота, измеряемых их датчиками,  MF q  — нелинейная  6 1 -вектор-функция, соответст-

вующая кинематической схеме исполнительного механизма робот; 
6) оценивание ошибок по координатам положения и ориентации инструмента, в том 

числе с использованием 3D-анимации реального движения робота. 
Теоретические методы задания ориентации инструмента. В общем случае, при 

использовании кинематической модели N-звенного робота в однородных координатах [13—15], 
положение и ориентацию инструмента в базовой (нулевой) системе координат определяет 

 4 4 -матрица следующего вида: 

        1 1 2 2 ,
0 0 0 1N N N

R P
T q A q A q A q

 
   

 
    (7) 

где   i iA q  —  4 4 -матрицы преобразования однородных координат звеньев робота, 

 T, ,P X Y Z  —  3 1 -вектор координат положения центра и    R n o a  —  3 3 -

матрица поворота (rotation matrix) системы координат инструмента, элементами столбцов ко-
торой являются координаты  3 1 -векторов нормали, ориентации и подхода соответственно: 
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. 

Первым, наиболее общим, методом задания ориентации является задание матрицы по-
ворота R  векторами ориентации и подхода (шесть параметров) и последующее вычисление 
координат вектора нормали с использованием операции векторного произведения 
          o a n o a   .  (8) 

Вторым методом является задание ориентации четырьмя параметрами 

       ,c x y zV c c c     (9) 

где   — угол поворота (rotation angle) вокруг некоторой оси, ориентированной вектором на-
правляющих косинусов cV  (vector of orientation cosines indicating the rotation axis). 

Третьим методом является задание ориентации тремя параметрами — одним из шести 
возможных вариантов углов Эйлера 

  TEUL      . (10) 

Четвертым методом является задание ориентации тремя параметрами — наиболее часто 
используемыми в системах управления роботами углами крена, тангажа и рысканья 

  Troll pitch yaw RPY       (11) 

или другими углами Кардано из шести возможных вариантов. 
Итерационные методы решения обратных задач кинематики. С вычислительной 

точки зрения задача (5) требует решения системы нелинейных алгебраических уравнений 
следующего вида: 
     0,M pF q F q S      (12) 

где pS  — заданный программный  6 1 -вектор положения и ориентации, 0  — нулевой 

 6 1 -вектор,   F q  — вектор невязки, q  — искомый вектор программных положений 

звеньев робота. 
В зависимости от выбранного способа задания ориентации инструмента система алгеб-

раических уравнений (12) может решаться различными численными методами [16, 17].  
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Методы с непосредственным вычислением матрицы Якоби. В случае шестизвенно-
го робота для решения системы уравнений (12) можно воспользоваться алгоритмом метода 
Ньютона 

    1 1 ,k k k k
kq q J q F q     (13) 

где величина постоянного или переменного шага итерационного процесса 1k  . При этом 

на каждом шаге требуется вычислять вектор невязки  kF q  и матрицу  1 kJ q , обратную 

квадратной матрице Якоби исполнительного механизма робота. Но в случаях плохой 
обусловленности или понижения ранга матрицы Якоби из-за ее вырождаемости на заданной 
траектории работоспособность алгоритма (13) теряется.  

Приближенные решения обратной задачи кинематики (ОЗК) на практике могут быть 
получены при замене обратной матрицы в алгоритме (13) на транспонированную матрицу 
Якоби, но в особых конфигурациях робота сходимость такого упрощенного алгоритма также 
не гарантируется. Поэтому в алгоритме (13) вместо обратной матрицы обычно используют 
левую псевдообратную матрицу 

        1
T Tk k k kJ q J q J q J q


  , 

    1 .k k k k
kq q J q F q     (14) 

Однако при вычислениях в алгоритме (14) матрица    T k kJ q J q  также может оказы-

ваться плохо обусловленной или вырожденной, и поэтому для его сходимости целесообразно 
использовать псевдообратную матрицу c регуляризацией, применяя следующий алгоритм: 

         1
1 T T ,k k k k k k

k kq q J q J q E J q F q
  

    
 

 (15) 

где E — единичная матрица; k  — скалярный регуляризирующий параметр. 

Матрица Якоби механизма робота в алгоритмах (13)—(15) может вычисляться либо по 
достаточно сложным аналитическим выражениям, либо по рекурсивному алгоритму [16, 18], 
использующему матрицы преобразования однородных координат   i iA q  и операции вектор-

ных произведений векторов нормали, ориентации и подхода — столбцов  3 3 -матрицы по-

ворота системы координат рабочего инструмента робота. 
Методы без непосредственного вычисления матрицы Якоби. В более общей поста-

новке ОЗК можно решать как задачу минимизации квадрата нормы вектора невязки 

   2
 min

Nq D
F q


 ,  (16) 

где состав элементов вектора невязки  F q  и его размерность будут зависеть от выбранного 

способа задания ориентации инструмента. При этом, если на положения звеньев робота не 

будут накладываться ограничения Nq R , то задача (16) может решаться итерационными ме-
тодами безусловной минимизации. Если положения звеньев ограничены областью допусти-

мых значений Nq D , то задача (16) должна решаться методами условной минимизации. Но 
в этом случае точные решения ОЗК могут в принципе отсутствовать. 

ОЗК в постановке (16) может решаться обычными квазиньютоновскими методами [17], 
минимизирующими сумму квадратов вектора невязки. В их алгоритмах осуществляется ре-
курсивная численная аппроксимация матрицы Гессе без непосредственного вычисления мат-
рицы Якоби исполнительного механизма робота.  
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Для решения (16) именно как нелинейной задачи наименьших квадратов следует при-
менять методы Гаусса—Ньютона или Левенберга—Марквардта, в алгоритмах которых для 
вычисления градиента и матрицы Гессе используется матрица Якоби вектора невязки  F q  — 

матрица его первых частных производных, которая может быть прямоугольной, если размер-
ность вектора невязки больше шести.  

Примеры задания ориентации инструмента и решения ОЗК. Рассмотрим примеры 
задания ориентации и итерационного решения ОЗК в постановке (16) на спиралевидной траек-
тории рабочего инструмента шестизвенного робота с вращательными звеньями. Решать ОЗК в 
точках траектории будем, используя метод Левенберга—Марквардта. При компьютерных расче-
тах будем использовать пакет MATLAB и библиотеку Robotics Toolbox 10.3.1 [18, 19]. 

Задание векторами ориентации и подхода [o  a]. Вектор невязки в данном случае имеет 
размерность (9×1) и включает в себя три ошибки по координатам положения и шесть — по 
координатам векторов ориентации и подхода инструмента: 

 

 
 
 

2

. 

p

p

p

P P q

o o q

a a q







    (17) 

Зададим такие значения программных векторов [ po  pa ], которым будут соответство-

вать значения RPY-углов [–45, 15, –15]°. Используя операцию векторного произведения, вы-
числим программный вектор нормали pn  = ( po × pa ). Заданная таким образом программная 

матрица поворота имеет следующие столбцы: 
  0,9330    0,0062 0,3598

  0, 2500    0,7304 0,6356

0, 2588 0,6830 0,6830

R

 
   
   

, 

которым соответствуют значения угла поворота =0,8323 рад и векторы направляющих ко-
синусов cV  = [–0,8916    0,4183   –0,1733]. Текущие значения векторов [ o  a ] матрицы R  бу-

дем вычислять, используя  4 4 -матрицы преобразования однородных координат (7). 

Результаты решения ОЗК представлены на рис. 1. Тестирование показывает, что траек-
тория инструмента (сплошная кривая на рис. 2) совпадает с программной (пунктир на рис. 2). 
Из рис. 2 видно, что во всех точках программной траектории инструмент имеет заданную, в 
данном случае верхнюю, ориентацию. 
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Рис. 1 
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Рис. 2  

Задание ориентации углом   и вектором косинусов cV . В этом случае вектор невязки 

имеет размерность (71) и включает в себя три ошибки по координатам положения инстру-
мента, ошибку по углу   и три — по направляющим косинусам: 
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 (18) 

Зададим такие программные значения [ p  pV ], которым будут соответствовать значе-

ния RPY-углов [170, –10, 10]°, а именно p  = 3,1264 рад и pV  = [–0,9924   –0,0868   –0,0868]. 

Текущие значения угла   q  будем вычислять по следу матрицы поворота 

       1 1
arccos tr 1 arccos   1 ,

2 2 x y zq R n o a
            
   

  (19) 

а значения направляющих косинусов — по следующим формулам [13]: 

 ; ;  .
2sin 2sin 2sin
z y y xx z

x y z

o a n oa n
c c c

 
  

  
  (20) 

Тестирование решений ОЗК и представленные на рис. 3 результаты моделирования по-
казывают, что вычисленная траектория инструмента (сплошная кривая) совпадает с про-
граммной (пунктир), и во всех точках траектории инструмент имеет заданную, в данном слу-
чае нижнюю, ориентацию. 
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Рис. 3 
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Зададим другие программные значения p  = 1,3992 рад и pV  = [0,9816    0,1900    0,0166], 

которым соответствуют RPY-углы [80, 10, 10]°. 
Тестирование решений ОЗК и представленные на рис. 4 результаты моделирования по-

казывают, что вычисленная траектория инструмента (сплошная кривая) совпадает с про-
граммной (пунктир), и во всех точках траектории инструмент имеет заданную, в данном слу-
чае левую, ориентацию. 
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Рис. 4 

Задание ориентации вектором углов RPY. Вектор невязки имеет размерность (6×1) и вклю-
чает в в себя три ошибки по координатам положения инструмента и три — по углам RPY:  
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Зададим программные значения углов pRPY  = [–10, 80, –10]°. Им соответствуют угол 

поворота   = 80,1668° и вектор косинусов cV  = [–0,0166    0,9997   –0,0166]. Текущие значе-

ния RPY-углов будем вычислять по матрице поворота z y xR R R R   , определяемой матрица-

ми поворотов вокруг соответствующих осей. 
Тестирование решений ОЗК и представленные на рис. 5 результаты моделирования пока-

зывают, что вычисленная траектория инструмента (сплошная кривая) совпадает с программной 
(пунктир), и во всех точках траектории инструмент имеет заданную, в данном случае правую, 
ориентацию. 
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Рис. 5 
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Однако тестирование на других программных траекториях инструмента с другими па-
раметрами его ориентации показывает, что итерационные решения ОЗК могут быть неточ-
ными или не сходящимися из-за кинематических ограничений, зависящих от конструктивных 
параметров звеньев робота и инструмента. 

Заключение. По результатам проведенного анализа алгоритмов позиционного полуав-
томатического управления можно сформулировать следующие выводы и практические реко-
мендации.  

Наиболее сложной с вычислительной точки зрения задачей, решаемой в алгоритмах 
управления с заданной ориентацией инструмента, является обратная задача кинематики. При 
этом ее постановки и методы решения существенно зависят от выбранного способа задания 
ориентации инструмента робота. Решения ОЗК по сложным аналитическим выражениям, со-
держащим обратные тригонометрические функции, в особых (вырожденных) конфигурациях 
робота могут оказаться некорректными. Поэтому для решения ОЗК целесообразно применять 
итерационные численные методы. 

При задании ориентации матрицей поворота, когда непосредственно вычисляется мат-
рица Якоби исполнительного механизма робота, целесообразно применять итерационные ал-
горитмы с регуляризацией. Матрицу Якоби при этом рекомендуется вычислять по рекурсив-
ному алгоритму, использующему кинематические модели робота в однородных координатах. 
Однако в особых конфигурациях робота сходимость таких алгоритмов не гарантируется. 

Более универсальны алгоритмы на основе минимизации вектора невязки, в которых 
вместо матрицы Якоби исполнительного механизма робота используются численные аппрок-
симации матрицы первых частных производных вектора невязки, которая может быть не 
только квадратной, но и прямоугольной. При этом решения ОЗК в постановке (16) могут 
осуществляться либо квазиньютоновскими методами, минимизирующими сумму квадратов 
вектора невязки, либо методами решения нелинейной задачи наименьших квадратов.  

Расчеты программных траекторий звеньев шестизвенного робота при движении инст-
румента по спиралевидной траектории с ориентацией, задаваемой разными способами, пока-
зывают, что наиболее надежны алгоритмы решения ОЗК как нелинейной задачи наименьших 
квадратов.  

При планировании траекторий с ориентацией инструмента оператор должен избегать 
задания особых (вырожденных) конфигураций робота. Базовые точки траекторий должны за-
даваться в рабочей области, ограниченной не только габаритными размерами и положениями 
звеньев робота, но и допустимыми значениями параметров ориентации инструмента. При 
этом анимационное моделирование позволяет проводить визуальный контроль планируемых 
траекторий. 

Результаты анализа, изложенные в статье, и практические рекомендации по их приме-
нению могут быть учтены при создании компьютерных тренажеров и в разработках реальных 
систем полуавтоматического управления манипуляционными роботами. 

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке исследований, проводимых в 
рамках государственного задания № 0073-2019-0004. 
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ANALYSIS OF ALGORITHMS FOR POSITIONAL SEMI-AUTOMATIC CONTROL  
OF A ROBOT MANIPULATOR WITH A GIVEN ORIENTATION OF THE WORKING TOOL 

Е. N. Rostova 

St. Petersburg Federal Research Center of the RAS,  
199178, St. Petersburg, Russia  

E-mail: rostovae@mail.ru  
 

The problems of semi-automatic control of a robot manipulator with position and orientation of the working 
tool set by a human operator are considered. Theoretical methods of setting robot tool orientation are discussed. 
Inverse kinematic problems solved in position control systems for a 6-link robot are formulated. Ways of solving 
such problems using iterative numerical methods with and without calculating the Jacobi matrix corresponding to 
the robot’s mechanism are studied. Examples of joint trajectories calculation for a 6-link robot moving the tool 
along a helical trajectory using different techniques of setting the tool orientation are presented. Convergence of 
iterative algorithms for solving inverse kinematic problems are analyzed.  

Keywords: robot manipulator, semi-automatic robot control system, positional control, human 
operator, tool position and orientation, inverse kinematic problem, iterative numerical methods, algorithm 
testing, algorithm convergence 
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