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Аннотация. В рамках детерминированного подхода предложен алгоритм идентификации нестационар-
ных параметров для классического уравнения линейной регрессии. При синтезе алгоритма оценивания неста-
ционарных параметров допускается, что динамическая модель их изменения известна и представляет собой ли-
нейный генератор с переменными коэффициентами. Дополнительным усложнением задачи оценивания пара-
метров для линейного регрессионного уравнения является наличие аддитивного синусоидального возмущающе-
го воздействия с неизвестными постоянными амплитудами, частотами и фазами. Полученный алгоритм обеспе-
чивает точное оценивание всех неизвестных нестационарных параметров.  

Ключевые слова: линейное регрессионное уравнение, оценка параметров, нестационарные параметры, 
синусоидальное возмущение 

Благодарности: работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, проект  
№ 18-19-00627 (https://rscf.ru/project/18-19-00627/). 

Ссылка для цитирования: Бобцов А. А., Каплин А. В., Николаев Н. А., Оськина О. В. Идентификация нестацио-
нарных параметров линейной регрессионной модели при аддитивном влиянии неизмеряемого синусоидального 
возмущения // Изв. вузов. Приборостроение. 2022. Т. 65, № 7. С. 492—499. DOI: 10.17586/0021-3454-2022-65-7-
492-499. 
 

IDENTIFICATION OF NON-STATIONARY PARAMETERS  
OF A LINEAR REGRESSION MODEL UNDER ADDITIVE INFLUENCE  

OF THE UNMEASURABLE SINUSOIDAL DISTURBANCE  

A. A. Bobtsov, A. V. Kaplin, N. A. Nikolaev, O. V. Oskina* 

ITMO University, St. Petersburg, Russia 
* olga.oskina1996@gmail.com  

 
Abstract. In the framework of the deterministic approach, an algorithm for identifying nonstationary parameters 

for the classical linear regression equation is proposed. When synthesizing the algorithm for estimating non-stationary 
parameters, it is assumed that the dynamic model of their variation is known and is a linear generator with variable coef-
ficients. An additional complication of the problem of estimating parameters for the linear regression equation is the 
presence of an additive sinusoidal disturbing effect with unknown constant amplitudes, frequencies, and phases. The 
resulting algorithm provides an accurate estimation of all unknown non-stationary parameters.  
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Введение. В рамках детерминированного подхода рассматривается решение задачи 
синтеза алгоритма идентификации неизвестных параметров для классического уравнения ли-
нейной регрессии [1]. В отличие от большинства известных подходов, в настоящей статье ис-
следуется случай, когда вектор неизвестных параметров является нестационарным. Следует 
отметить, что существует ряд подходов к оценке нестационарных параметров, которые пред-
ставлены как выходы линейных генераторов (см., например, [2 — 4]). Так, в [2] предложен 
алгоритм идентификации нестационарных параметров, производная которых имеет постоян-
ное значение на некоторых интервалах времени. В [3] предложен метод оценивания неста-
ционарных параметров, динамика изменения которых описывается полиномами времени.  
В [4] была решена задача синтеза алгоритма идентификации неизвестных параметров линей-
ных нестационарных динамических объектов управления только по измерениям выходной 
переменной и сигнала управления (но не их производных или переменных состояния).  
В предположении, что неизвестные параметры являются линейными функциями времени или 
их производные представляют собой кусочно-постоянные сигналы, была решена задача их 
идентификации. Также в [4] было принято допущение, что производные нестационарных па-
раметров являются неизвестными постоянными числами на некотором интервале времени, 
который, в свою очередь, также не определен.  

В настоящей статье допущение о моделировании неизвестных параметров в виде поли-
номов времени расширено для случая, когда их динамика может быть представлена как вы-
ходы линейных нестационарных генераторов. Еще одним расширением задачи является вве-
дение аддитивного возмущающего воздействия, представленного в виде синусоидального 
сигнала с неизвестными постоянными амплитудой, частотой и фазой.  

Математическая постановка задачи. Рассмотрим линейное регрессионное уравнение 
вида 

 Ty     , (1) 

где сигнал  y y t  и вектор  t    =  1 2col ,  , , r     содержат известные функции вре-

мени;  t    — вектор неизвестных переменных параметров;    sint A t     — неизме-

ряемое синусоидальное возмущение с неизвестными амплитудой, частотой и фазой , A    и  . 
Ставится задача синтеза алгоритма идентификации вектора неизвестных переменных 

параметров  t , обеспечивающего выполнение целевого условия 

    ˆlim 0
t

t t


   , (2) 

где  ˆ t  — оценка вектора  t . 

Поставленная задача будет выполняться при следующих допущениях. 
Доп ущ е н и е  1. Каждый элемент вектора  t  может быть представлен как решение 

линейного нестационарного дифференциального уравнения 

 T
i i ih   ; (3) 

 i i iG   , (4) 

где in
i R   — неизмеряемый вектор переменных состояния,  ih t  и  iG t  — известные не-

стационарные вектор и матрица соответственно.  
Также допускается, что вектор начальных условий  0i  не известен. 

Доп ущ е н и е  2. Вектор-функция Ω удовлетворяет условию незатухающего возбужде-
ния (см., например, [5]):  

 1 1 2 2Ω col ,  , , r rm m m     , 
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где T T
i i im h   и  Фi t  — фундаментальная матрица решения дифференциального уравнения 

Ф Фi i iG , 

при  Ф 0i  I , где I  — единичная матрица. 

Алгоритм идентификации неизвестных параметров. Рассмотрим процедуру сведе-
ния нелинейного по параметрам   и  уравнения (1) к стандартной линейной регрессии. Да-
лее, на базе полученной линейной регрессионной модели, предложим новую процедуру реду-
цирования избыточной по параметрам регрессионной модели. 

Параметризация модели (1). Запишем решение дифференциального уравнения (3), (4) 
следующим образом [6]: 
    Фi i it t q  , (5) 

где   0i iq  . 

Подставляя (5) в (3), получаем 

 ФT T T
i i i i i i i ih h q m q     . (6) 

Перепишем (1) следующим образом: 

1 1 2 2
T

r ry               , 

тогда для уравнения (1) имеем 

              1 1 1 2 2 2
T T T

r r ry t t m t q t m t q m t q t       . (7) 

Введем обозначение 

 1 2col , , , rq q q   , 

тогда уравнение (7) примет вид 

      ΩTy t t t   , (8) 

где  1 1 2 2Ω col ,  , , r rm m m      — вектор-функция, введенная в допущении 2. 

Продифференцировав (8) дважды, получим 

 y   2Ω  T   , (9) 

где использовано легко проверяемое соотношение 2     (см., например, [7, 8]). 

Поскольку      ΩTy t t t    , то уравнение (9) можно записать следующим образом:  

 y    2 2 2Ω  Ω Ω  ΩT T T Ty y       . (10) 

Применим для (10) оператор  
 

2

2p



 
, где /p d dt  и параметр 0  . Тогда для (10) 

имеем 

       

2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2
Ω ΩT Tp p

y y
p p p p

   
  

       
 

или в более компактном виде 

 2 2
1 2 3
T Tz w w w     , (11) 

где 
 

2 2

1 2
ΩT Tp

w
p




 
, 

 

2

2 2
ΩT Tw

p




 
 и 

 

2

3 2
w y

p


 

 
. 

Очевидно, что уравнение (11) представляет собой стандартную линейную регрессион-
ную модель, параметры которой могут быть найдены любым известным методом. Также не-
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трудно видеть, что в случае определения вектора неизвестных постоянных параметров   ка-

ждый из компонентов  t    может быть найден с использованием формулы (6). Таким об-

разом, оценивание неизвестного нестационарного вектора  t  может быть сведено к иден-

тификации параметров уравнения (11). Для идентификации неизвестных параметров уравне-
ния (11) могут использованы как хорошо известные методы идентификации (см., например, 
[1]), так и новая процедура DREM (Dynamic Regressor Extention and Mixing — расширение и 
смешивание регрессора), применяемая в том числе, для оценивания полиномиальных и ку-
сочно-непрерывных параметров [2—4].  

Сокращение модели (11). Поскольку векторы 1w  и 2w  могут быть линейно зависимыми, 

то для идентификации вектора   проведем ряд преобразований уравнения (11). Умножим 

(11) слева на вектор 1w , тогда получим 

 2 2
1 1 1 1 2 1 3

T Tw z w w w w w w     . (12) 

Применим для (12) оператор 

p




, 

где число 0   и параметр 0  , тогда для (12) получаем 

 2 2
1 2 3M M M      , (13) 

где  

1 w z
p


 


, 1 1 1

TM w w
p





, 2 1 2

TM w w
p





 и 3 1 3M w w

p





. 

Поскольку  1
1 1 1adj / detM M M  , то уравнение (13) можно записать следующим обра-

зом: 

      2 2
1 1 2 1 3adj Δ adj adjM M M M M      ,  1Δ .detM  (14) 

Тогда из уравнения (14) имеем 

 2 2
5 6Δ M M      , (15) 

где  1 adj M   ,  5 1 2adjM M M   и  6 1 3adjM M M  . 

Умножим уравнение (11) на функцию 1Δ detM  и подставим в него (15): 

  2 2 2 2
1 5 6 2 3Δ Δ Δ ΔT Tz w M M w w          , (16) 

откуда получаем 

 2 2
4 5
Tw w     , (17) 

где 1 Δ Δ Tz w    , 4 1 5 2Δ ΔT T Tw w M w   и 5 1 6 3 Δ ΔTw w M w  . 

Следует отметить, что функция 1Δ detM  не обращается тождественно в нуль, по-

скольку в силу допущения 2 вектор Ω  удовлетворяет условию незатухающего возбуждения, а 

так как 
 

2 2

2

p

p



 
 является стационарным устойчивым линейным оператором, то свойства не-

затухающего возбуждения сохраняются и для вектора 1w . 
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Таким образом, для идентификации вектора   можно использовать регрессионное 
уравнение (17). Поскольку выполнение условия незатухающего возбуждения для регрессоров 

4
Tw  и 5w  остается под вопросом, то для оценки параметров можно воспользоваться подхода-

ми, позволяющими избежать данного требования (см., например, [9, 10]).  
Пример. Для иллюстрации работоспособности предложенного метода идентификации 

приведем числовой пример. Рассмотрим линейное регрессионное уравнение вида (1) с двумя 
неизвестными переменными параметрами, которые описываются уравнениями вида (3) и (4). 
При моделировании в уравнениях (1), (3) и (4) были использованы следующие параметры: 

2

2

1

t

t

t

 
    
  

, 1
0 1

1 0
G

 
   

, 1
1

0
h

 
  
 

, 2
0 1

4 0
G

 
   

, 2
1

0
h

 
  
 

, 

  0,1sin10t t  . 

Моделирование выполнено при 100   и следующих начальных условиях: 

 1
0,1

0
0,2

 
   

 
,  2

0,3
0

0,4

 
   

 
. После выполнения математических преобразований исходное 

линейное регрессионное уравнение вида (1) может быть записано в виде (11), где истинные 
значения параметров следующие: 

 0,1 0,2 0,3 0,4T  ,  2 10 20 30 40T    и 2 100  . 

Таким образом, получено линейное регрессионное уравнение с девятью неизвестными 
параметрами, для оценки которых использован алгоритм, предложенный в работе [11]. Урав-
нение (11) может быть переписано в виде 
 Θz   , (18) 

где 1 2 3Ψ T Tw w w     и 2 2Θ        . 

Тогда алгоритм оценивания неизвестных параметров может быть записан в следующем 
виде: 

 ΨTY Y z   ,  

 Υ Υ Ψ ΨT  
,  

  ˆ ˆΘ Δ ΔΘ Λ  
,  

  Λ adj Υ ,  Δ detΥ .  

где 1   и 1   — параметры, использованные при моделировании. 
После оценки неизвестных параметров в (18) можно найти неизвестные переменные па-

раметры модели (1) в виде    

 

1,1
1 1 1

2,1

Θ̂
ˆ Ф

Θ̂

Th t
 
  
 
 

 и    

 

3,1
2 2 2

4,1

Θ̂
ˆ Ф

Θ̂

Th t
 
  
 
 

.  

Результаты моделирования приведены на рис. 1—4: на рис. 1 представлены переходные 

процессы: а — по оценке неизвестного параметра Θ̂i , б — по ошибке оценивания ˆΘ Θi i ie    

при 1 4i   ; на рис. 2 — то же, при 5 8i   ; на рис. 3 — переходные процессы: а —  по 

оценке неизвестного параметра 9Θ̂ , б — по ошибке оценивания 9 9 9
ˆΘ Θe   ; на рис. 4 — 

графики неизвестных переменных параметров и их оценки: а — 1  и 1̂ , б — 2  и 2̂ . 
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Рис. 4 

Как следует из результатов компьютерного моделирования, оценки неизвестных пара-
метров моделей (11) и (1) (см. соответственно, рис. 1—3 и 4) сходятся к истинным значениям. 

Заключение. Предложено новое решение задачи синтеза алгоритма идентификации для 
линейной регрессионной модели вида (1). При допущении, что каждый элемент вектора пе-
ременных параметров   t  может быть представлен как решение линейного нестационарно-

го дифференциального уравнения,  получена регрессионая модель (11). Данная модель явля-
ется линейной по отношению к неизвестным значениям ,  и A    синусоидального возмуще-

ния    sint A t      и содержит только постоянные параметры. Поскольку модель (11) 

является избыточной, то с использованием специальной описанной в статье процедуры было 
предложено ее сокращение до вида (17). Именно уравнение (17) представляет собой класси-
ческую линейную регрессию, для которой могут быть применены любые хорошо зарекомен-
довавшие себя методы параметрической идентификации.  
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