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Вопросам инвестирования посвящено много работ. В большинстве из них рассматривается 

распределение инвестиционного капитала среди множества альтернативных вариантов 

капиталовложений. Настоящая работа отличается от традиционных работ тем, что 

рассматриваются две различных схемы инвестирования в одно и то же предприятие (одну 

отрасль), которые имеют одинаковый объем инвестирования за некоторый промежуток времени. 

Задача состоит в том, чтобы найти правила, с помощью которых только по виду графиков сразу 

можно было бы сказать, по какой из двух схем инвестирования предприятие произведет больший 

объем продукции за рассматриваемый промежуток 

Для разностной модели акселератора получены три теоремы о  выборе лучшей из двух схем 

инвестирования предприятия с одинаковым горизонтом планирования и объемом инвестирования. 

Теоремы позволяют, не решая разностного  уравнения,  только по виду двух схем инвестирования 

выбрать ту, которая даст больший объем продукции. В первой теореме доказано, что больший 

объем продукции дает та схема инвестирования, у которой среднее арифметическое взвешенное 

инвестиций находится левее. Вторая теорема утверждает, что при росте инвестиций лучше та 

схема, у которой скорость роста меньше, а третья – что убывающий график инвестирования 

лучше возрастающего. Приводится также механический смысл теорем и иллюстрирующие 

примеры. 

Ключевые слова: инвестирование, схема инвестирования, диаграмма инвестирования, центр масс, 

разностная модель акселератора. 
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It is received three theorems about choosing the better of the two investment schemes with the same 

planning horizon and the volume of investment for a difference accelerator model. Theorems allow, without 

solving the differential equation , since only two investment schemes to choose one that will give greater 

output. It is proved that a larger volume of products that investment scheme, in which the weighted average 

of investment is to the left in the first theorem. The second theorem states that the growth of investments is 

the best scheme, in which the growth rate is smaller and the third theorem states that decreasing investment 

schedule better growing. We also give a mechanical sense of Theorems and illustrative examples. 

Many works are devoted to questions of investment. In the majority of them distribution of the 

investment capital among a set of alternative options of capital investments is considered. The real work 
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differs from traditional works as that two various schemes of investment into the same enterprise (one 

branch) which have the identical volume of investment for some period are considered. 

The task consists in finding rules by means of which only by the form schedules at once it would be 

possible to tell on what of two schemes of investment the enterprise will make the bigger volume of 

production for the considered interval 

Keywords: investment, investment scheme, chart of investment, the center of mass, the difference 

accelerator model. 

 
Введение. Вопросам инвестирования посвящено много работ [1-19]. В большинстве из них 

рассматривается распределение инвестиционного капитала среди множества альтернативных вариантов 

капиталовложений. Настоящая работа отличается от традиционных работ тем, что рассматриваются две 

различных схемы инвестирования в одно и то же предприятие (одну отрасль), которые имеют 

одинаковый объем инвестирования за время [0,T]. 

Задача состоит в том, чтобы найти правила, с помощью которых только по виду графиков сразу можно 

было бы сказать, по какой из двух схем инвестирования предприятие произведет больший объем 

продукции за время [0,T]. 

 

Математическая модель и основные допущения. Выводы статьи основываются на разностной 

модели акселератора[12, C. 14–15] 

 

                                                       ,1 ttt uyya  
(1) 

 

где  tu  – капиталовложения в момент времени (год, квартал, месяц)t, tt yyy 1  – прирост 

конечной продукции (в стоимостном выражении) за следующий момент времени  (год, квартал, месяц),  

a  – фактор акселерации, выражающий сумму капиталовложений на единицу продукции (в 

стоимостном выражении). 

 Заметим, что в настоящей статье y  равно tt yy 1 , а не 1tt yy , и мы рассматриваем влияние 

инвестиций на рост продукции, а не влияние прироста национального дохода на размер вызванных им 

капиталовложений. Поэтому в нашем случае коэффициент a лучше именовать коэффициентом 

приростной фондоемкости. «Если провести физическую аналогию, этот показатель играет роль как бы 

массы, характеризующей инерцию экономической системы: чем больше требуется капиталовложений 

на дополнительную единицу производства конечного продукта, тем более инерционна система (меньше 

ее реакция на изменение объема капитальных вложений).» [12, C. 158]. Например, если мы хотим, 

чтобы выпуск продукции в будущем году вырос на 20 млн. руб., то при коэффициенте приростной 

фондоемкости 3 придется потратить 60 млн. руб. капиталовложений, а при коэффициенте 4 – 80 млн. 

руб., т.е. больше. 

 Основные допущения, которые мы принимаем в статье, связаны с разностной моделью 

акселератора (1): не учитывается инфляция, капитализация (дисконтирование) и выбытие фондов на 

предприятии. Эти допущения будут справедливы, в частности, в случае, когда горизонт планирования 

инвестиций T настолько мал, что влияние капитализации, инфляции и выбытия фондов  незначительно. 

Предполагается также, что на полученные инвестиции на предприятии мгновенно закупается 

оборудование, которое уже в следующую единицу времени выдает готовую продукцию.  

 

Постановка задачи. Рассмотрим две различных схемы инвестирования предприятия с одинаковым 

горизонтом планирования T:  
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,   

 

Согласно модели (1) имеем 

 

,   

 

где  — объѐм продукции в стоимостном выражении, произведѐнные предприятием в 

промежуток времени  .  A   и   – объѐмы инвестиций в момент времени  .  

 

Объѐм продукции произведенный  изначально один и тот же для обеих схем:      

               

  

 

Будем считать, что совокупный объѐм инвестиций за время   в обеих схемах 

инвестирования одинаковый: 

 

 

 

 

Требуется определить какая из схем инвестирования  в расширение производства даст 

больший общий выпуск продукции  за время  , то есть требуется определить в каком случае 

величина  будет больше величины  .  

 

Выбор лучшей из двух схем инвестирования, имеющих разные средние арифметические 

взвешенные.  

Первое утверждение, доказанное в статье, опирается на понятие среднего арифметического 

взвешенного.  

Напомним, что среднее арифметическое взвешенное набора вещественных чисел  с 

вещественными весами  определяется как  

 

. 

 

Это понятие связано с понятием механики центр масс.   

Как известно, центр масс, ,  (от др.-греч. βαρύς — тяжѐлый + κέντρον — 

центр)  –геометрическая точка, положение которой характеризует распределение масс в теле или 

механической системе. Координаты центра масс определяются формулами [20] 

 

 

 

где – массы материальных точек, образующих систему; xk, yk, zk –координаты этих точек;  – 

масса системы. 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D1%80%D0%B5%D0%B2%D0%BD%D0%B5%D0%B3%D1%80%D0%B5%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9_%D1%8F%D0%B7%D1%8B%D0%BA
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 Рассмотрим ситуацию, когда инвестиции начисляются через равные промежутки 

времени. Тогда среднее арифметическое взвешенное инвестиций вычисляется по формуле:  

 

 

 

Поскольку согласно условию (5) знаменатели в последней формуле совпадают, то условие, 

состоящее в том, что среднее арифметическое взвешенное 1-ой схемы инвестирования находится левее 

среднего арифметического взвешенного 2-ой схемы инвестирования ( ) можно записать 

следующим образом:  

             

 

 

 

Теорема 1 (о среднем взвешенном инвестиций).  Если для схем инвестирования  

выполняются условия (4), (5), (6), то . 

 

Т.е. 1-я схема инвестирования дает больший объем выпуска продукции. 

 

Доказательство. Найдем величины   и . Используя (3) и (4), последовательно получим: 

 

, , ...  , 

 

 

Просуммируем левые и правые части равенств:                                                                                                      

 

 

Аналогично и для второй схемы инвестирования имеем:                                                                                                                                                

 

 

Подставим то, что получили в разность : 

 

 

Из (5) и (6) следует, что последнее выражение больше нуля. Откуда и получаем требуемый 

результат . 

 

Этой теореме можно придать следующий механический смысл. Если использовать понятие 

механики «масса» и говорить не об объеме инвестиций, а о «денежной массе», перечисленной на 

расширение производства, то под средним взвешенным инвестиций можно понимать центр масс 
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(барицентр). Тогда из двух схем инвестирования, по которым за промежуток  времени [0,T–1] 

перечисляется одинаковая денежная масса,   лучшей является та схема, у которой барицентр находится 

левее. 

Из доказательства теоремы 1 следует также, что если для уравнений (3) выполняются условия (4), 

(5), а вместо условия (6) выполняется условие  

 

      то  

 

Заметим, что среднее арифметическое взвешенное схемы инвестирования, симметричной 

относительно прямой ,лежит на этой прямой. Отсюда вытекает следствие 

 

Следствие (о симметричных инвестициях). Если схемы инвестирования  симметричны 

относительно прямой 

 

 

 

и для них выполняются условия (4), (5),  то  

 

Пример 1.Предполагается ежеквартально в течение одного года вкладывать в расширение 

производства предприятия денежные средства в совокупном объеме млн. руб. 

млн. руб. 

 

Предложено два способа инвестирования   и  :  

 

     

млн.руб. 10 10 10 10 

     

млн.руб. 15 5 5 15 

     

 
 

Рис. 1. Две симметричные схемы инвестирования 
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Так как  обе схемы инвестирования симметричны относительно прямой  

 

, 

 

то из следствия к теореме 1 вытекает, что обе схемы инвестирования дадут одинаковый объем 

продукции.   

 Проверим верность нашего вывода непосредственным подсчетом. Для определенности 

начальный выпуск продукции для обеих схем инвестирования будем считать равным 

, и .  

 

Используем формулу (3) для каждой схемы и сложим полученные ежеквартальные объемы 

произведенной продукции. 

 

 

 

 

 

 

Действительно предположение подтвердилось. 

 

 

Выбор лучшей из двух схем инвестирования, имеющих разную скорость роста.  

 

Следующее правило касается скорости роста инвестиций. 

Теорема 2 (о скорости роста инвестиций). Если для двух схем инвестирования 

выполняются условия (4), (5), а также 

 

  

 

то . 

Доказательство.  Перепишем условие (7) в следующем виде:  

.  

 

Отсюда . С учѐтом условия (5) имеем 

 

  

 

Докажем (8) от противного. Предположим, что (8) не верно. Тогда 

либо  

 

либо 

 

либо  

 

 

Однако эти неравенства невозможны.  Неравенство  
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влечет неравенство , которое противоречит неравенству (5). 

 

 приводит к неравенству , 

которое также противоречит (5). 

Неравенства 

 не возможны в силу самого 

условия (7).  

Таким образом, предположив, что (8) не верно, в любом случае приходим к противоречию. 

 

Покажем, теперь, что  то есть то, что среднее арифметическое взвешенное 

первой схемы инвестирования расположено левее среднего арифметического взвешенного второй 

схемы инвестирования.  

Имеем 
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Таким образом, 

 

 

 

 

Из условия (5) следует, что первое слагаемое в правой части последнего выражения равно нулю: 

 

А из (8) следует, что последующие слагаемые отрицательны. 

Действительно, 

,  

т.к.   , 

 

и    

 

Т.к.  

Следовательно, 

 

 

То есть выполняется условие (6). Поэтому из теоремы 1 получаем . Что и требовалось 

доказать. 

 

Этой теореме можно придать следующий механический смысл. Если использовать понятие 

механики «скорость», то условие (7) означает, что скорость роста инвестирования в каждый 

промежуток времени у первой схемы инвестирования меньше, чем у второй. Саму теорему 2 можно 

интерпретировать так: из двух схем инвестирования, имеющих одинаковый объем инвестирования за 

промежуток  времени [0,T–1],   лучшей является та схема, у которой меньше скорость роста. 
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Пример 2. Предполагается ежеквартально в течение одного года вкладывать в расширение 

производства предприятия денежные средства в совокупном объеме млн. руб. 

млн. руб. 

Предложено два способа инвестирования   и  :  

 

     

млн.руб. 10 14 18 22 

     

млн.руб. 7 13 19 25 

 

Так как  скорость роста первой схемы меньше, то делаем вывод, полагаясь на выше доказанное 

следствие, что первая схема прибыльнее.  Изначальный доход  для обеих схем равным 

, и .  

Проверим верность нашего вывода. Используем формулу (3) для каждой схемы и сложим 

полученные ежеквартальные доходы. 

 

 

 

Действительно предположение подтвердилось: .. 

 

 
 

Рис.2. Схемы инвестиций с разной скоростью роста 

 

Выбор лучшей из двух схем инвестирования, имеющих разную монотонность.  

 

Следующее утверждение касается монотонных инвестиций. 
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Теорема 3.      Если для двух схем инвестирования  выполняются условия (4), (5), а также 

 

  

 

то . 

Условие (9) означает, что инвестирование по первой схеме идѐт по убыванию, а по второй 

возрастает.  Отсюда вытекает, что из схем инвестирования, имеющих одинаковый объем 

инвестирования за время   

[0,T–1] убывающая схема инвестирования выгоднее. 

Доказательство.   

Условие (9) можно записать в следующем виде 

. Из этого следует: 

 То есть выполнилось условие (7). Отсюда и из теоремы 2 вытекает 

утверждение теоремы 3.  

Пример 3. 

Предполагается ежемесячно в течение одного года инвестировать  в расширение производства 

предприятия денежные средства в совокупном объеме . Предложено два способа 

инвестирования   и  :  

 

             

Млн.руб 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 

             

Млн.руб 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

 

 
 

Рис.3. Убывающая и возрастающая схемы инвестиций 

 

Для 1-ой схемы наибольший объем вложений приходится на начало года с постепенным убыванием, а 

во 2-ой схеме, наоборот, в начале года минимальные вложения с постепенным возрастанием (рис. 3).  
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Пусть изначальный доход  для обеих схем равен  млн. руб и, . Так как 

первая схема убывает, а вторая возрастает, то из теоремы 3 следует, что 1-ая схема прибыльнее, чем 2-

ая.   

Проверим верность нашего вывода непосредственными вычислениями. Используем формулу (3) 

для каждой схемы и сложим полученные ежемесячные доходы.  

 

    

    

    

    

    

    

 

В результате получаем  

В результате вывод подтвердился: . 

 

Заключение. Таким образом, если выпуск продукции подчиняется закону (1) и выполнены (4), (5), 

можно, используя результаты теорем, определить без расчѐтов  наилучшую схему инвестирования.  

Наибольший выпуск будет у той схемы, у которой центр масс левее другой схемы. Если  одна из 

диаграмм инвестирования убывает, другая возрастает, лучше та, которая убывает. Если скорость роста 

инвестирования первой диаграммы ниже чем у второй, то первая даст наибольший объѐм продукции. 
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