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Аннотация
Введение. Рассмотрено решение математической задачи вращения объемной поверхности в пространстве 
с ортогональным базисом и ее отображением на плоскости с использованием простых геометрических 
фигур. Данная задача возникает при сопровождении подвижных объектов на фоне окружающей обстановки. 
Конструктивной особенностью таких систем является то, что в их составе имеются функциональные 
дополнительные элементы, которые обеспечивают получение информации о маневрирующем объекте 
наблюдения и вырабатывают сигналы управления для отработки возникшей ошибки. Подобная операция 
выполняется непрерывно в реальном масштабе времени. Предполагается, что данная задача решается с 
использованием цифровой вычислительной машины, а изменение угла визирования наблюдаемого подвижного 
объекта будет фиксироваться в отдельные интервалы времени, т. е. парциально (дискретно). Начальное 
состояние системы координат может быть представлено в матричном виде, соответственно переход в конечное 
состояние осуществляется в дискретные моменты времени. Метод. Задача решена в аналитическом виде. 
Сформулирован ряд ограничений по величине векторов и по их взаимному ориентированию в пространстве. 
Предложенный подход позволяет повысить наглядность и предсказуемость выполняемых операций за счет 
перехода от нелинейных тригонометрических уравнений к простейшим линейным операциям. Для демонстрации 
корректности выполнения и наглядности применения предложенного векторно-алгебраического подхода фон 
окружающей обстановки представлен в *.off формате (geomview object file format). Основные результаты. 
Получены конечные выражения для вращения системы координат твердого тела с неподвижным центром 
масс. Обсуждение. Полученные решения формализованы на основе строгих математических преобразований 
и относятся к классу задач, в которых аналитические соотношения точно описывают данные, т. е. когда при 
отсутствии ошибок измерений остаточный вектор системы всегда равен нулю. Такой подход позволяет уйти от 
выполнения преобразований над сложными нелинейными математическими выражениями.
Ключевые слова
система координат, ортогональный базис, проекция вектора, линейные векторно-матричные уравнения, 
маневрирование
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Abstract
The solution of the mathematical problem of rotation of a three-dimensional surface in space with an orthogonal basis 
and its mapping on a plane using simple geometric shapes is considered. This task arises when accompanying moving 
objects against the background of the surrounding environment. A design feature of such systems is that they contain 
functional additional elements that provide information about the maneuvering object of observation and generate control 
signals to work out the error that has occurred. This operation is performed continuously in real time. It is assumed that 
this problem is solved using a digital computer, i.e., the change in the angle of sight of the observed moving object will be 
recorded in separate time intervals — partial (discrete) ones. The initial state of the coordinate system can be represented 
in matrix form, respectively; the transition to the final state is carried out at discrete points in time. The problem is solved 
analytically. A number of restrictions on the magnitude of vectors and their mutual orientation in space are formulated. 
The proposed approach made it possible to increase the visibility and predictability of the operations performed due to 
the transition from nonlinear trigonometric equations to the simplest linear operations. To demonstrate the correctness 
of the implementation and clarity of the application of the proposed vector-algebraic approach, the background of the 
environment is presented in *.off format (geomview object file format). Finite expressions are obtained for the rotation 
of the coordinate system of an elastic body with a fixed center of mass. The solutions obtained are formalized on the 
basis of strict mathematical transformations and belong to the class of problems in which analytical relations accurately 
describe the data, that is, when, in the absence of measurement errors, the residual vector of the system is always zero. 
This approach allows you to avoid performing transformations on complex nonlinear mathematical expressions.
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Введение

Одним из источников ошибок, которые возникают 
при решении задачи оценивания координат подвижных 
объектов наблюдения, является нелинейность уравне-
ний связи его координат и координат измерительной 
системы с измеряемыми параметрами. В основе алго-
ритмов определения координат [1, 2] и отслеживания 
[3] подвижных объектов в пространстве, чаще всего 
в цифровых вычислительных системах, реализованы 
простейшие модели движения объектов с постоянной 
скоростью [4]. Основной причиной использования та-
ких упрощенных моделей являются большие интервалы 
времени между моментами обновления информации 
[5], задержка распространения которых превышает 
время жизни гипотезы о собственной траектории дви-
жения [6, С. 148]. Использование современных изме-
рителей позволяет существенно сократить интервалы 
времени между интервалами обращения к текущей ин-
формации. Это позволяет повысить эффективность ал-
горитмов [7, 8], предполагаемых к реализации в составе 
цифровых вычислительных систем [7]. Эффективность 
используемых алгоритмов определяется не только точ-
ностью оценивания координат, разрешающей способ-
ностью по координатам и достоверностью измерений 
при сопровождении [9, 10] маневрирующих и не ма-

неврирующих объектов, но и возможностями вычис-
лительной системы делать прогнозы с учетом взаим-
ного пространственного положения объектов с учетом 
окружающей обстановки. Это неизбежно приводит к 
усложнению алгоритмов [11] и повышению требований 
к их эффективности [3]. Данное проблема вызвана не 
только необходимостью непрерывного отслеживания 
собственного местоположения, но и постоянным вра-
щением динамически изменяющейся пространственной 
модели окружающей обстановки в реальном масштабе 
времени. Одним из возможных путей повышения эф-
фективности предполагаемых к реализации алгоритмов 
является векторное представление задачи определения 
координат [3, С. 50] по первичным измеренным параме-
трам и формализации полученных уравнений в классе 
векторно-матричных функций [12]. Предметом иссле-
дования является отказ от необходимости выполнения 
преобразований над сложными нелинейными математи-
ческими выражениями и переход от нескольких разроз-
ненных методов решения задачи поворота в простран-
стве к единой методике, основанной на конструктивных 
методах прикладного характера [6, 13]. Актуальность 
данного подхода обусловлена необходимостью объе-
динения информации при решении задач оценивания 
координат подвижных объектов в многопозиционной 
измерительной системе [6, 9, 14 ] .
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Поворот в трехмерном пространстве

Выполним переход от системы координат Oxyz к 
системе Ox1y1z1 (рис. 1) при помощи двух последова-
тельных поворотов на углы α и β.

При первом повороте система координат Oxyz осу-
ществляет парциальный поворот на угол α вокруг оси 
Oz, а переход задан матрицей θ3. Второй поворот на 
угол β выполнен вокруг оси Oy1. При этом переход 
определен матрицей θ2.

Матрица перехода A23 от системы координат Oxyz 
к системе Ox2y1z1 равна произведению матриц A23 = 
= θ2(β)θ3(α):

 A23 = 
 cosβ 0 –sinβ
 0 1 0
 sinβ 0 cosβ

 
 cosα sinα 0
 –sinα cosα 0
 0 0 1

 = 

 = 
 cosβcosα cosβsinα –sinβ
 –sinα cosα 0
 sinβcosα sinβsinα cosβ

 . 

(1)

Ориентация системы Ox1y1z1 относительно системы 
Oxyz, которая получена в результате двух последова-
тельных поворотов, зависит от порядка выполнения по-
воротов [15]. В качестве примера выполним обратный 
порядок поворотов и в результате получим

 A32 = 
 cosαcosβ sinα –cosαsinβ
 –sinαcosβ cosα sinαsinβ
 sinβ 0 cosβ

 . (2)

Анализ выражений (1) и (2) показал, что A23 ≠ A32, 
т. е. матрицы вращения не являются инвариантными.

В соответствии со свойством парциальных матриц 
[16] запишем, что A32

T  = θ3
T(α)θ2

T(β) = θ3(–α)θ2(–β), тогда 
матрицы поворота примут вид:

 θ3(–α) = 
 cosα –sinα 0
 sinα cosα 0
 0 0 1

 ,

 θ2(–β) = 
 cosβ 0 sinβ
 0 1 0
 –sinβ 0 cosβ

 .

 (3)

С учетом выражений (3) матрица A32
T  примет вид:

 A32
T  = 

 cosαcosβ –sinα cosαsinβ
 sinαcosβ cosα sinαsinβ
 –sinβ 0 cosβ

 .

Получим конечное выражение, определяющее вра-
щение в общем виде:

 
x2
y1
z1

 = A32
T  

x
y
z

 .

Недостатком данного подхода является система-
тическое накопление ошибок, что неприемлемо для 
решения большинства задач. Это связано с тем, что на 
каждом текущем шаге значение местоположения содер-
жит погрешности всех предыдущих шагов.

Проекция и базис вектора в трехмерном 
пространстве

При выполнении поворота вектора a = {x, y, z} на 
некоторый угол и дальнейшего представления в новом 
базисе введем ряд ограничений:
1) все вектора перпендикулярны, т. е. ортогональны;
2) длина всех векторов базиса равна единице, т. е. они 

нормированы;
3) ни один из векторов не лежит в плоскости, образо-

ванной двумя другими векторами.
Данные ограничения могут быть формализованы в 

математическом виде:

 kx = {1, 0, 0},
 ky = {0, 1, 0}, (4)
 kz = {0, 0, 1}.

Для определения нового положения вектора 
a1 = {x1, y1, z1} необходимо знать не только его длину, 
но и величину в направлении b. Данные параметры 
могут быть найдены как геометрическая проекция на 
соответствующий вектор (рис. 2, b) в соответствии с 
выражением:

 a1 = projba1 = a1b = (|a|cosφ)b =    = b, (5)

где a1 — скалярная проекция вектора a на направ-
ление b; (·) — оператор скалярного произведения; 
b = b/||b|| — единичный вектор в направлении b; ||b|| — 
норма вектора b; |a| — длина a; φ — угол между a и b.

Отметим, что угол φ в выражении (5) не является 
углом поворота вектора a1. Данный угол зависит от про-
екции вектора a1 на соответствующую ось. При этом 
его поворот в пространстве может быть представлен 
в виде суммы векторов в базисе (4) с учетом соответ-
ствующих координатных орт (kx, ky, kz) в новом базисе:

 a1(x1, y1, z1) = kxx1 + kyy1 + kzz1. (6)

Рис. 1. Преобразование координат 
при «электродинамическом» вращении

Fig. 1. Coordinate transformation with “electrodynamic” 
rotation
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Для определения пространственной ориентации 
вектора a1 в соответствии с выражением (5) найдем ве-
личину координатных орт, которые являются неизвест-
ными величинами. Введенные ограничения позволяют 
отказаться от необходимости составления и решения 
сложной системы линейных уравнений. Это дает воз-
можность осуществить переход от системы координат 
Oxyz к системе Ox1y1z1 путем нахождения проекций 
вектора a1 на соответствующие оси системы Ox1y1z1 и 
с учетом выражения (5). При этом выражения перехода 
из базиса (4) в новый базис могут быть преобразованы 
к виду:

 x1 = ,

 y1 = , (7)

 z1 = .

С учетом выражения (4), из выражения (7), при 
условии наложенного ограничения 2, значение x1 (для 
значений y1 и z1 аналогично) примет вид:

 x1 =  x.  (8)

Обобщая полученные выражения (6) и (8), с учетом 
того, что вектор x1 и его скалярное произведение, вы-
ражение (7) представим в виде:

x1 = projxa·projxx1 + projya·projyx1 + projza·projzx1,
y1 = projxa·projxy1 + projya·projyy1 + projza·projzy1, (9)
z1 = projxa·projxz1 + projya·projyz1 + projza·projzz1.

Анализ выражений (9) показал, что пересчет коор-
динаты в новый базис представляют собой сумму ска-
лярных произведений проекций на соответствующие 
оси координат.

Рис. 2. Преобразования координат при вращении: исходное положение вектора a (a); вектор a1 в новом базисе (b)
Fig. 2. Coordinate transformation during rotation: the initial position of the vector a (a); the vector a1 in the new basis (b)

Рис. 3. Исходные изображения поверхностей: на плоскости (a) и с использованием простых фигур (b)
Fig. 3. The original image: a surface on a plane (a); a surface using simple shapes (b)
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Результаты численного эксперимента

Для проверки корректности полученных выражений 
выполним численный эксперимент. В качестве исход-
ного объекта для вращения выберем модель конуса в 
формате *.off (geomview object file format). Особенность 
данного формата — интуитивная простота и удобство 
отображения пространственных поверхностей на пло-
скости (рис. 3, a), а также наличие их в свободном до-
ступе [17]. Выбор модели обусловлен тем, что для ее 
построения одновременно использовано несколько 
простых плоских фигур (рис. 3, b), что позволяет более 
полно оценить полученные результаты.

Применение полученных выражений (9) позволило 
осуществить вращение пространственной поверхности 
в пространстве и отобразить на плоскости. Проведем 
сравнение примеров полученных изображений (рис. 4) 
и представления координат при вращении поверхности 
(рис. 2).

Представленные результаты показали, что полу-
ченные выражения корректно осуществляют пересчет 
геометрии простых фигур в процессе вращения по-
верхности.

Заключение

Получены математические выражения, позволяю-
щие решить задачу вращения объемного изображения. 
Выражения представляют собой формализованные 
в классе линейных векторно-матричных уравнений 
соотношения, которые математически строго и одно-
значно описывают поворот вектора в пространстве. 
Предложенные математические записи сферического 
вращения твердого тела с неподвижным центром массы 
являются лаконичными. В их основе лежит операция 
скалярного умножения.

Рис. 4. Примеры вращения в нескольких плоскостях: yz (a) и xyz (b)
Fig. 4. Example of rotation in several planes: yz rotation (a); xyz rotation (b)
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