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ВЫЧИСЛЕНИЕ МАТРИЦ МЕРСЕННА МЕТОДОМ ПЭЛИ  

Приводится модифицированный метод Пэли вычисления матриц Мерсенна при 
значениях порядка, равных простым числам. Рассматривается пример вычисле-
ния матрицы Мерсенна. Приводится сравнение матриц, находимых модифици-
рованными методами Сильвестра и Пэли. Отмечается эффективность развивае-
мого метода относительно универсальной процедуры поиска М-матриц, опре-
деляющая сферу приложения метода.  

Ключевые слова: помехоустойчивое кодирование, обработка информации, 
ортогональные матрицы, квазиортогональные матрицы, матрицы Адамара, 
матрицы Мерсенна, метод Сильвестра, метод Скарпи, метод Пэли. 

В работе [1] предложено применять квазиортогональные матрицы Адамара—Мерсенна 
в качестве базиса ортогональных преобразований при маскировании видеоизображений. Мат-
ричные преобразования составляют основу так называемого стрип-метода работы с изобра-
жениями, рассмотренного в монографии [2].  

Ортогональные матрицы, включающие матрицы Фурье и дополняющие их при нормиро-
вании столбцов квазиортогональные матрицы Адамара, а также их наиболее близкие интерпре-
тации для четных порядков — матрицы Белевича (конференц-матрицы) и взвешенные матри-
цы — используются в помехоустойчивом кодировании, спектральном разложении и обработке 
изображений [3], кодовом разделении каналов связи и защитном маскировании [4] и т.п. Осо-
бое значение свойства таких матриц приобретают при аппаратной или микропрограммной 
реализации указанных преобразований в специализированных процессорах. Поскольку вид 
матриц, их порядки, значения коэффициентов существенно влияют на выбор соответствую-
щих фильтров, аппаратные затраты и скорость преобразования, то на этапе проектирования 
процессоров остро стоит задача правильного выбора ортогональных (квазиортогональных) 
матриц.  

В работе [5] определен класс квазиортогональных матриц Адамара—Мерсенна нечет-
ных порядков, равных числам Мерсенна n=2k−1. В работе [6] этот класс расширен квазиорто-
гональными матрицами Мерсенна, была высказана гипотеза их существования для всех зна-
чений нечетных порядков n=4k−1, исследованная в работе [7]. Настоящая работа развивает  
положения работы [1] — предложены эффективные (более быстродействующие) алгоритмы  
генерации квазиортогональных матриц, — раскрывая прикладную сторону употребления 
асимметричных символов Лежандра.  

Уточним определение квазиортогональной матрицы.  
Определение 1. Квазиортогональная матрица A — квадратная матрица порядка n, мак-

симальное значение модуля элементов каждого столбца которой равно 1, удовлетворяющая 
условию связи столбцов вида 
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 ATA = ωI,  (1) 
где I — единичная диагональная матрица, ω — вес матрицы.  

Вес ω = 1 характерен для ортогональных матриц, к которым квазиортогональные мат-
рицы, в том числе и матрицы Адамара, не относятся ввиду ограничения на значения их эле-
ментов. Вместе с тем эти матрицы весьма близки к ортогональным, получаемым из A элемен-
тарным нормированием их строк и столбцов, в результате чего их максимальный элемент (m-
норма) уменьшается до m <1, для порядков n >1.  

Определение 2. М-матрицами (минимаксными квазиортогональными) назовем матрицы (1), 
обладающие минимумом m-нормы (глобальным или локальным) на классе квазиортогональ-
ных матриц порядка n. Несложно заметить, что |det(A)|=ω n/2, причем ω = 1/ m2. 

Матрицы Адамара, обладающие глобальным максимумом детерминанта, имеют мини-
мальное значение m-нормы, т.е. являются частным случаем М-матриц с весом ω=n.  

Согласно исследованиям, между матрицами Мерсенна [7] и Адамара [8] нечетных и чет-
ных порядков соответственно существует взаимно-однозначное соответствие, предполагаю-
щее общность алгоритмов их вычисления. Оставаясь двухуровневыми, они различаются лишь 
величинами элементов: для матриц Адамара — {1, −1}, для матриц Мерсенна — {1, −b}, где 
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 при q=n+1 (порядок сопутствующих мат-

риц Адамара).  
В работах [1, 5] приведен модифицированный алгоритм Сильвестра [8] построения мат-

риц Мерсенна, используемых как базис ортогональных преобразований в маскировании изо-
бражений. Для повышения порядка матриц Мерсенна служит алгоритм Скарпи [9]. В отличие 
от алгоритма Сильвестра, он имеет значительно более простую формулировку в приложении 
к матрицам нечетных порядков, чем к матрицам Адамара четных порядков. Его основу со-
ставляет процедура подстановки матрицы Мерсенна с каймой, определяемой значениями вы-
тесняемых элементов (некоторое обобщение операции кронекерова произведения).  

В теории матриц Адамара не менее хорошо известны алгоритмы, полученные по методу 
Пэли [10], модификация которого для поиска матриц Мерсенна, учитывающая особенность 
их порядка, приведена ниже.  

Переопределим значения символов Лежандра χ(m/n) = {1,−b} таким образом, что еди-
ничное значение принимается, если m — квадратичный вычет по модулю n (или 0); −b, если 
m — квадратичный невычет по модулю n, где b — абсолютное значение отрицательных эле-
ментов матрицы Мерсенна [5, 6].  

Пусть n — простое число, задающее порядок n=4k−1 матрицы Мерсенна. Тогда, как и в 
случае нахождения матриц Адамара, это необходимое и достаточное условие существования 
квазиортогональной циклической матрицы Мерсенна порядка n (Мn) с элементами, равными 
символам Лежандра χ(j−i/n), вычисленным для разностей пар индексов i, j их строк и столбцов.  

Пример. Рассмотрим процедуру построения матрицы Мерсенна M7, связанного с нахо-
ждением символов Лежандра для набора чисел {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, равных разностям индексов 
элементов первой строки. Их квадраты по модулю 7 равны {0, 1, 4, 2, 2, 4, 1}, соответственно 
числа {1, 2, 4}, которые присутствуют в обоих наборах, представляют собой квадратичные 
вычеты, а остальные — невычеты.  

Циклическая матрица Мерсенна M7 и гистограмма модулей ее элементов приведены на 
рис. 1 (белый квадрат соответствует элементу с единичным значением, черный — элементу — b, 

где 2 2 0,5857).b     
Отметим, что в случае нечетных порядков n=4k+1 нахождение подобных двухуровне-

вых матриц методом Пэли невозможно, в этом состоит специфика объекта расчета. Аппрок-
симировать матрицы Белевича [11] иррациональными матрицами на единицу меньшего  
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порядка возможно только в рамках трехуровневой структуры, как у матриц Ферма [12], при-
чем, в отличие от матриц Мерсенна и Ферма, результат такой аппроксимации соответствует 
некоторой седловой точке (которая не всегда существует), а не локальному максимуму детер-
минанта матрицы.  
                          a)                                                                    б) 

 

 
Рис. 1 

Модифицированный метод Пэли значительно расширяет возможности вычисления мат-
риц Мерсенна и Эйлера [13] в сравнении с ранее изложенными подходами [1, 5, 14]. В част-
ности, он позволяет вычислить матрицы Мерсенна 11-го и 19-го порядков (порядки — про-
стые числа), найденные в работе [6] методом поиска локального максимума детерминанта 
[15], соответствующего локальным минимумам m-норм этих М-матриц [5, 6], при помощи 
специализированного математического обеспечения [15, 16].  

На рис. 2 для сравнения приведены матрицы Мерсенна порядка 31, найденные модифи-
цированными методами Сильвестра и Пэли. 
                          a)                                                                    б) 

 

 
Рис. 2 

Стоит обратить внимание на то, что квазиортогональные матрицы глобального и ло-
кального максимумов детерминанта не являются, в общем, целочисленными матрицами. На 
них не распространяются жесткие критерии существования, целиком вытекающие из цело-
численности [6, 7]. 

Неортогональные и не сводимые к ортогональным матрицы абсолютного максимума 
детерминанта существуют на всех значениях порядков. Квазиортогональные матрицы, осо-
бенно матрицы локального максимума детерминанта, обладают сходным свойством. Универ-
сальный метод поиска М-матриц [15] вытекает из общего обоснования существования матриц 
Мерсенна [7] порядков n=4k−1 и используется для нахождения редких артефактных  
М-матриц [17—19]. Метод Пэли рассматривается как эффективное средство нахождения мат-
риц Мерсенна при выполнении соответствующего условия — значение порядка матрицы  
является простым числом.  
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