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Введение. На сегодняшний день предложено достаточно много методов и подходов к 
построению адаптивных и робастных систем управления неопределенными объектами. Осо-
бого внимания заслуживает метод бэкстеппинга, впервые предложенный в работе [1] для 
синтеза адаптивного управления нелинейными объектами по выходу. Использование этого 
метода позволяет обеспечить в системе управления параметрическую робастность и возмож-
ность учета априорной информации о значениях параметров объекта управления. Последнее 
свойство наглядно продемонстрировано в работе [2], где представлен эффективный алгоритм 
бэкстеппинга для параметрически неопределенных объектов с измеряемым скалярным выхо-
дом. Другие модификации данного метода рассмотрены, например, в работах [3—5]. Однако 
предложенные в работах [1—5] методы сложны при аналитическом расчете системы управ-
ления, что объясняется громоздкостью вычислений полной производной по времени от ста-
билизирующих сигналов управления. Кроме того, при технической реализации системы воз-
никают трудности, связанные с большим количеством компонентов и фильтров ее состояния, 
необходимых для формирования закона управления. 

В настоящей статье предложен модифицированный метод бэкстеппинга для робастного 
управления параметрическими неопределенными объектами по выходу. Показано, что в от-
личие от алгоритма, рассмотренного в работе [6], в предлагаемой системе управления реали-
зуется всего один фильтр размерности, равной порядку модели объекта, а для вычисления 
производных стабилизирующих сигналов управления используются реальные дифференци-
рующие устройства. Приведенный в работе [6] результат был обобщен для адаптивно-
робастного управления линейными объектами, линейными объектами с запаздыванием и не-
линейными объектами [7—9]. Это позволяет существенно упростить аналитический расчет 
настраиваемых параметров и техническую реализацию системы управления. При этом в 
замкнутой системе обеспечивается требуемая динамическая точность. 

Постановка задачи. Рассмотрим математическую модель объекта управления: 

      0( ) ( ), ( ), ( ), ( ) ( ) , (0) ,x t f x t b x t u t y t h x t x x      (1)

где x(t)  X  Rn — вектор состояния; u(t)  R — управляющее воздействие; y(t)  Y  R — регу-
лируемая переменная; t  T  (0, ), f(x, ), b(x, ) и h(x) — гладкие функции соответствующих 
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размерностей;    — вектор неизвестных параметров;  — известное ограниченное множе-
ство; x0  X — вектор начальных условий. 

Необходимо синтезировать закон управления, обеспечивающий выполнение целевого 
условия 

м( ) ( )y t y t    для t > tf, (2)

где  > 0 — показатель точности регулирования, yм(t) — эталонный сигнал, tf > 0 — время пе-
реходного процесса. 

Пр е д п о л ож е н и е  1. Функции f(x, ), b(x, ), h(x) — гладкие, и для любых x(t)  X, 
   выполнены следующие условия: 

1 2( ) ( ) ... ( ) 0,n
b b f b fL h x L L h x L L h x       1, ( ) 0,n

b fx L L h x     

где 
   1 ( ) ,f

h x
L h x f x

x


 


, 

   ( ) ,b
h x

L h x b x
x


 


 — производная Ли от функции h(x) по на-

правлению векторных полей f(x, ), b(x, ) соответственно.  
Производные высших порядков вычисляются по формулам 

   1
2

( )( )
( ) ( , ), ..., ( ) ( , ).

k
ff k

f f

L h xL h x
L h x f x L h x f x

x x


   

 
 

Пр е д п о л ож е н и е  2. Существует гладкая функция 1( ( ))x t , такая что 

( 1) 1 1( ) ( ( )) ( ), ( ), ..., ( ) ( ), ( ), ..., ( ) .
T Tn n

f fx t x t y t y t y t h x L h x L h x            

Пр е д п о л ож е н и е  3. Функция ( , ) ( )n
fс x L h x   ограничена или ограничена на множе-

стве  и липшицева по x  X. 

Пр е д п о л ож е н и е  4. Функции yм(t), ( )
м м( ), ..., ( )ny t y t  — ограниченные. 

Аналогичные предположения рассмотрены в работе [10]. 
Метод решения. Принимая во внимание предположение 1, продифференцируем n раз 

функцию y(t): 

   ( ) , , ( ),np y t c x x u t      (3)

где p = d / dt — оператор дифференцирования.  
С учетом выражения (3) запишем уравнение ошибки e1(t) = y(t) – yм(t) в виде 

   1 м( ) , , ( ) ( ).n np e t c x x u t p y t     (4) 

Введем в рассмотрение оператор 
1

1
0

( )
n

i
n n i

i

Q p k p


 


  , такой что полином Q() = n + Qn–1() 

гурвицев, где  — комплексная переменная, и перепишем уравнение (4) в форме 

 1 м( ) ( ) ( ) , , , ,Q p e t u t x y t   (5)

где функция 

      м м 1, , , , , 1 ( ) ( ) ( ) ( )n
nx y t c x x u t p y t Q p e t          .  (6)

Рассмотрим фильтр 

0( ) ( ) ( ),v t A v t lu t    (7)
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где  1 2( ) ( ), ( ), ..., ( )
T

nv t v t v t v t , 

1

2 1
0

0 0

n

n

k

k I
A

k



 
  
 
  





,    1 1
1

n n
nI R   
   — единичная мат-

рица, l = [0, ..., 0, 1]T.  
Перепишем уравнение (5) с учетом выражения (7): 

 1
1 1 м( ) ( ) ( ) ( ), , ( ), .e t v t Q p x t y t t    (8)

Дифференцируя (8), получаем 

1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )e t k v t v t f t     ,  (9)

где  м( ) ( ) ( ), , ( ),Q p f t p x t y t t   .

Согласно методу бэкстеппинга [3] представим процедуру синтеза системы управления 
следующим алгоритмом. 

Шаг 1. Предположим, что функция v2(t) — сигнал управления в выражении (9). Опреде-
лим v2(t) в виде v2(t) = U1(t) и зададим U1(t) как функцию, необходимую для стабилизации 
ошибки (9): 

1
1 1 1 1 1( ) ( ) ( ),U t e t k v t      (10)

где 1 > 0 и µ > 0 — коэффициенты, выбираемые разработчиком.  
Подставив (10) в выражение (9), получим 

1
1 1 1( ) ( ) ( )e t e t f t     . (11)

Шаг i (2 ≤ i ≤ n – 1). Рассмотрим функцию ошибки ei(t) = vi(t) – Ui – 1(t). Взяв производ-
ную от ei(t) вдоль траекторий (5), получим 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )i i i ie t k v t v t U t      . (12)

Предположим, что функция vi + 1(t) — сигнал управления в уравнении (12). Пусть 
vi + 1(t) = Ui(t), тогда 

1 1( ) ( ) ( ) ( )i i i i iU t e t k v t U t    ,  (13)

где i > 0 — коэффициент, выбираемый разработчиком, 1( )iU t  — оценка сигнала 1( )iU t
 .  

Подставив (13) в выражение (12), получим 

1( ) ( ) ( )i i i ie t e t t   , (14)

где 1 1 1( ) ( ) ( )i i it U t U t     . 

Шаг n. Рассмотрим функцию en(t) = vn(t) – Un – 1(t). Принимая во внимание уравнение (7) 
и дифференцируя en(t), получаем 

1 1( ) ( ) ( ) ( )n n ne t k v t u t U t     . (15)

Сформируем закон управления  

1 1( ) ( ) ( ) ( )n n n nu t e t k v t U t    ,  (16)

где n > 0 — коэффициент, выбираемый разработчиком, 1( )nU t  — оценка функции 1( )nU t
 , 

с учетом которого перепишем выражение (15): 

1( ) ( ) ( )n n n ne t e t t   , (17)

где 1 1 1( ) ( ) ( )n n nt U t U t     . 

Для оценки производных 1( )iU t
 , 2,i n , воспользуемся следующими наблюдателями 

1 1
1 1 1( ) ( ) ( )i i iU t U t U t 
      , 2,i n .  (18)
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Утверждение. Пусть выполнены предположения 1—4. Тогда существуют константы 

i > 0, 1,i n , и µ0 > 0, такие что для µ ≤ µ0 система управления (7), (10), (13), (16), (18) обес-
печивает выполнение целевого условия (2) для объекта (1). 

Доказательство утверждения аналогично приведенному в работах [6—9]. 
Пример. Рассмотрим модель объекта управления: 

 

     
   

1 1 1 2 2 2 3

12 3 3
2 3 1 4 3 2 2 3

13 2 3 3
3 5 1 3 2 2 3

1

( ) sin ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) sin ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) .

x t x t x t x t

x t x t x t x t u t x t x t

x t x t x t x t u t x t x t

y t x t





    

       

      









  (19)

Множество  задано неравенствами 1 ≤ i ≤ 5, 1, 5i  . 
Цель управления — синтез непрерывного закона управления, обеспечивающего выпол-

нение условие (2). 
Выберем k1 = 3, k2 = 3, k3 = 1 и зададим фильтр (7) в следующем виде: 

1 1

2 2

3 3

( ) 3 1 0 ( ) 0

( ) 3 0 1 ( ) 0 ( )

( ) 1 0 0 ( ) 1

v t v t

v t v t u t

v t v t

      
               
            







. 

Положим 1 = 1,2, 2 = 3 = 110 и µ = 0,01. Для вспомогательных законов управления 
U1(t), U2(t) и основного закона управления u(t) запишем: 

1 1 1 2 2 1 1

3 1 2

( ) 120 ( ) 3 ( ), ( ) 110 ( ) 3 ( ) ( );

( ) 110 ( ) ( ) ( ),

U t e t v t U t e t v t U t

u t e t v t U t

      

   
где e1(t) = y(t) – yм(t), e2(t) = v2(t) – U1(t), e3(t) = v3(t) – U2(t). 

Определим наблюдатели (18) в виде 

1 1( ) ( )
0,01 1

p
U t U t

p



,     2 2( ) ( )

0,01 1

p
U t U t

p



. 

Все начальные условия в системе управления — нулевые. Параметры модели (19) опре-
делены как 1 = 4 = 1,2, 2 = 3 = 5 = 4,5, x(0) = [0,9  0,8  0,9]T. Результаты моделирования  
переходных процессов по выходному (y(t)) и эталонному (yм(t)) сигналам управления пред-
ставлены на рисунке. 

y 

4 

3 

2 

1 

0          5     10        15        t, с 

yм(t) 

y(t) 

Анализ результатов моделирования показал, что параметрическая неопределенность 
компенсируется системой управления с точностью  = 0,01 по истечении 8 с. По сравнению с 
алгоритмами, рассмотренными в работах [11, 12], для обеспечения подобных переходных 
процессов по ошибке слежения требуется меньшая амплитуда управляющего сигнала. 

Заключение. Предложенный алгоритм слежения выходного сигнала нелинейного  
объекта управления за эталонным сигналом в условиях параметрической неопределенности 
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построен на базе новой версии метода бэкстеппинга, предложенного в работе [6]. Полученная 
система управления содержит всего один фильтр размерности, равной размерности модели 
объекта, а для реализации производных в законах управления используются реальные диф-
ференцирующие звенья. Это позволяет упростить расчет и реализацию системы управления 
за счет уменьшения ее динамического порядка и сокращения количества слагаемых в законах 
управления по сравнению с известными аналогами. 

Статья подготовлена по результатам работы, выполненной при частичной поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследований (грант 13-08-01014), Минобрнауки РФ 
(проект 14.Z50.31.0031), Правительства РФ (грант 074-U01) и программы ОММПУ-14 РАН; 
результаты, приведенные в разделе „Метод решения“, получены при поддержке Российского 
научного фонда (проект № 14-29-00142) в ИПМаш РАН. 
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An algorithm based on the modified backstepping method is proposed for robust control of para-
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