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Предлагается решение задачи адаптивного управления по состоянию линейным 
возмущенным объектом с произвольной относительной степенью. Закон управ-
ления строится на основе метода стандартных характеристических полиномов. 
Среднегеометрический корень стандартного полинома является единственным 
настраиваемым параметром регулятора и генерируется алгоритмом адаптации. 
Регулятор имеет простую структуру, низкий динамический порядок, равный 
единице, и обеспечивает ограниченность всех сигналов в замкнутой системе и 
экспоненциальное стремление ошибки управления к нулю. Приведены резуль-
таты моделирования, иллюстрирующие эффективность синтезированного алго-
ритма. 

Ключевые слова: адаптивное управление, линейный объект, система с пере-
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Введение. Одним из наиболее актуальных направлений современной теории адаптивно-
го и робастного управления является снижение динамического порядка и уменьшение числа 
арифметических операций в алгоритмах управления с сохранением качества работы замкну-
тых систем. Одновременно предпринимаются попытки расширения классов моделей объек-
тов, для которых могут быть эффективно использованы простые алгоритмы. 

В классической теории адаптивного управления [1—3] представлены базовые результа-
ты для класса линейных стационарных объектов либо с измеряемым вектором состояния, ли-
бо описываемых строго положительно вещественными (СПВ) передаточными функциями. 
Известные алгоритмы управления предполагают настройку или идентификацию всех пара-
метров модели, для чего формируются алгоритмы с высоким динамическим порядком, как 
минимум равным количеству этих параметров. В решениях, полученных для более широких 
классов объектов, число производных существенно увеличено. Так, например, алгоритмы с 
расширенной ошибкой, позволяющие пренебречь требованием СПВ, имеют 2 ( 2) 1n n m    
производных ( n  и m  — порядки числителя и знаменателя передаточной функции объекта) и 
требуют 2 1n  настраиваемых параметров [4, 5]. Альтернативные решения, основанные на 
алгоритмах высокого порядка, имеют схожие динамические порядки [6—8].  

Концепция предлагаемого алгоритма адаптивного управления основана на формирова-
нии сильной обратной связи с помощью заданного стандартного характеристического поли-
нома замкнутой системы, в котором адаптации подлежит только величина среднегеометриче-
ского корня. Эта величина растет до тех пор, пока ошибка управления не „уйдет“ в окрест-
ность нуля. Структура алгоритма является простой в отличие от существующих решений (см., 
например, работы [9, 10], где требуется сложная рекуррентная процедура построения алго-
ритма адаптации). Предлагаемая концепция базируется на результатах, отраженных в работах 
[11—15], и рассчитана на более широкий класс линейных параметрически неопределенных 
объектов, имеющих произвольную относительную степень и обладающих свойством мини-
мальной фазовости. 

Постановка задачи. Рассмотрим модель линейного параметрически неопределенного 
объекта:  
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здесь ia , 0,i n , jb , 0, ,j m  — неизвестные параметры.  

Класс моделей объектов управления ограничен следующими допущениями. 
До п ущ е н и е  1. Объект полностью управляем. 

До п ущ е н и е  2. Параметры jb  положительны, а полином 1 0( ) ...m
mb s b s b s b     яв-

ляется гурвицевым. 
До п ущ е н и е  3. Для коэффициента mb  известна нижняя граница minmb . 

До п ущ е н и е  4. Вектор состояния x  измеряем. 
Необходимо синтезировать закон управления, обеспечивающий устойчивость замкну-

той системы и выполнение целевого неравенства 

м ( ) ( )y t y t t T     ,  (2)

где  , T  — максимальная ошибка и время настройки системы соответственно, мy  — вы-

ходной сигнал эталонной модели. 
Эталонная модель определяется уравнениями 
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где м
n nA R   — гурвицева матрица, отражающая желаемые динамические характеристики

замкнутой системы в установившемся режиме; м
nВ R  — вектор управляющего воздейст-

вия; ( )g t  — задающее воздействие. 
Предполагается, что величина   может быть уменьшена произвольным образом путем 

изменения коэффициентов регулятора. 
Синтез закона адаптивного управления. Введем в рассмотрение ошибку управления 

мe x x  , продифференцируем ее с учетом выражений (1) и (3) и после ряда алгебраических 

преобразований получим 
e Ae Bu    ,  (4)

где величина  м м мA A x B g      ограничена в силу устойчивости эталонной модели (3)

и ограниченности сигналов g  и  .  
Для модели (4) предлагается следующий стабилизирующий закон адаптивного управле-

ния: 
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2, (0) 0,       (6)

где м ;y y    1 2
1 2 1( ) [ ... 0 ...0]K C C C 

      ; n m    — относительная степень 

модели объекта, , 1, 1,iC i    — постоянные коэффициенты произвольного гурвицева поли-

нома 
1 2

1 2 1... 1,C C C  
         (7)

 — алгебраическая переменная; 0     — постоянные коэффициенты.
Для анализа замкнутой системы подставим выражение (5) в (1): 
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Характеристический полином матрицы ( )G   может быть представлен в виде 
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где 1

1 0( ) ...n n
na a a
        — характеристический полином матрицы A ; a  — множество

параметров , 0, 1,ia i n   объекта управления; C  — множество коэффициентов , 1, 1,iC i    

полинома (7); 2( , , ..., , , )i
if a C   , 1, 1,i     — функции, включающие суммы и разности 

своих аргументов (без умножения, деления, возведения в степень и т.д.). 
Замечание. Если значение   достаточно „далеко“ от нуля и, как следствие, правая часть 

в уравнении (6) положительна, то параметр   растет. Когда   достигает достаточно большо-
го значения, функции ( )if   и константы ia  в полиноме ( , )R    становятся пренебрежимо ма-

лы по сравнению с i
iC   ( 0 1C  ). В этом случае полином ( , )R    может быть аппроксимиро-

ван более простым полиномом 
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Полученное равенство позволяет сформулировать следующее утверждение. 
Утверждение. Существует такое пороговое значение 0 0  , что если 0  , то поли-

ном ( , )R    гурвицев. 
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Доказательство. С помощью теоремы Виета покажем, что корни уравнения 

( , ) 0R     при  стремятся к , 1, ,i iq i m    и , 1,j jq j m n     , где iq , jq  — неко-

торые константы. Действительно, если разделить левую и правую части уравнения (9) на 
n   и подставить указанные значения i  и j , то это уравнение будет сведено к двум

предельным равенствам: 
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в силу допущения 2 предельные параметры iq  имеют отрицательные вещественные части; 
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исключив min/m
m j mb q b  из левой и правой частей этого уравнения, получим второе предель-

ное равенство: 

  1
min 1 1/ ... 1 0.m m jj jb b q C q C q 

     (10 б) 

На основании результатов работы [16], где приводятся доказательства необходимых и 
достаточных условий устойчивости, справедливо следующее утверждение: если полином (7) 
гурвицев, то полином (10 б) также является гурвицевым для любого соотношения 

 min / 0,1m mb b  , которое следует из условий задачи. Кроме того, полином (7) гурвицев и

представляет собой частный случай полинома (10 б) (при min / 1m mb b  ). Иными словами, 

выбор коэффициентов iC  в выражении (7) определяет расположение предельных значений 

корней j jq    в левой полуплоскости корневого годографа.  

Из предельного равенства 
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в котором    Re 0,Re 0i jq q  , следует существование величины 0 .       ■

Следствие. Существует такое 0 0  , что если 0  , то гурвицевость полинома 

( , )R    следует из вышеприведенных замечания и утверждения. 
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Таким образом, неустойчивость замкнутой системы приводит к росту   в соответствии 
с выражением (6), что, в свою очередь, становится причиной стремления корней k  в левую 

полуплоскость корневого годографа. Такое расположение корней предопределяет устойчи-
вость системы (8)*.  

Результаты моделирования. Рассмотрим задачу управления неустойчивым парамет-
рически неопределенным объектом с относительной степенью 2  :  
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где  (0) 0 0 1Tx  ,  0 0 sin(0,8 )T t  .

Закон управления (5), (6) представлен выражениями 
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Эталонный сигнал генерируется моделью вида 
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где 10sin 15g t  .  
Результаты моделирования иллюстрируются приведенными на рисунке графиками пе-

реходных процессов в системе, замкнутой алгоритмом адаптивного управления (11), (12).  
Анализ результатов показывает, что все сигналы в системе ограничены.  
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Заключение. Предложен простой алгоритм адаптивного управления по состоянию па-
раметрически неопределенным возмущенным объектом с произвольной относительной сте-
пенью. Процедура синтеза алгоритма основана на методе стандартных характеристических 
полиномов, в которых среднегеометрический корень является переменной величиной и рас-
тет до тех пор, пока система не станет устойчивой, а ошибка управления не окажется в окре-
стности нуля.  

* Строгое доказательство устойчивости замкнутой системы (8) приведено в работе [15].
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ADAPTIVE CONTROL ALGORITHM FOR LINEAR OBJECT  
WITH ARBITRARY RELATIVE DEGREE 

D. N. Gerasimov, М. V. Lyzlova, А. S. Мilyushin, V. О. Nikiforov  

ITMO University, 197101, Saint Petersburg, Russia  
E-mail: lyzlovamv@yandex.ru 

A solution to the problem of adaptive control over linear perturbed object with arbitrary relative de-
gree is proposed. The control is designed on the basis of the method of standard characteristic polynomi-
als and has only one adjustable parameter which is the averaged radius of roots distribution generated by 
the first order adaptation algorithm. The regulator possesses a simple structure, low dynamic order equal 
to one, and provides boundedness of all signals in the closed system and exponential decay of output er-
ror to zero equilibrium. Results of digital simulation demonstrate the proposed algorithm effectiveness. 
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