
   

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2020. Т. 63, № 6 

 
НАУЧНЫЕ И ПРАКТИЧЕСКИЕ РАЗРАБОТКИ 

 

УДК 004.056.53  
 DOI: 10.17586/0021-3454-2020-63-6-562-568 

 

ВЫВОД АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ  
ДЛЯ ЗАДАЧИ АНАЛИЗА  

СОСРЕДОТОЧЕННОГО КОЛЕБАТЕЛЬНОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ  
НА ЭЛЕМЕНТ МЕМБРАНА-ПОЛОСА  

В. Л. ТКАЛИЧ
1, М. Е. КАЛИНКИНА

1, А. Г. КОРОБЕЙНИКОВ
1,2, О. И. ПИРОЖНИКОВА

1  
1Университет ИТМО, 197101, Санкт-Петербург, Россия 

E-mail: mariia_kalinkina@mail.ru 
2Санкт-Петербургский филиал  

Института земного магнетизма, ионосферы и распространения радиоволн им. Н. В. Пушкова РАН,  
199034, Санкт-Петербург, Россия 

Предложено аналитическое решение задачи анализа сосредоточенного неста-
ционарного воздействия на мембрану-полосу бесконечной протяженности. При 
этом полоса имеет пренебрежимо малую жесткость на изгиб и при сосредото-
ченном нестационарном колебательном воздействии превращается в мембран-
ный элемент. При анализе использованы функция Хевисайда и дельта-функция 
Дирака. Процедура вычисления прогиба мембраны-полосы при численном экс-
перименте реализована с помощью системы Maple. Представлены графические 
результаты выполненных расчетов прогиба мембраны-полосы. Предложенный 
метод позволяет решать прямую задачу о влиянии исходного заданного неста-
ционарного воздействия на полосу. Представлены в графическом виде резуль-
таты расчета конкретной мембранной полосы.  

Ключевые слова: упругий мембранный элемент, полоса, перемещение, сила на-
гружения, функция Хевисайда, дельта-функция Дирака, Maple 

Введение. Значительный вклад в анализ стационарных и нестационарных колебаний 
круглых и прямоугольных мембранных элементов внесен С. П. Тимошенко, И. А. Поповым, 
Л. Е. Андреевой и др. [1—10]. Эти ученые занимались решением как прямых, так и обратных 
задач колебаний мембран в импульсном режиме нагружения. Однако вывод аналитического 
решения для конкретной задачи анализа сосредоточенного нестационарного колебательного 
воздействия на мембрану-полосу и получение его графического представления с помощью 
современных компьютерных средств по-прежнему являются актуальными задачами. В на-
стоящей работе представлено решение прямой задачи о влиянии исходного (заданного) не-
стационарного нагружения мембраны-полосы бесконечной протяженности. 

Вывод уравнения. Задача математического моделирования вышеназванного физического 
процесса ставилась и решалась при помощи различных методов [11—25]. В настоящей работе 
решение находится в заданном классе функций с использованием функции Хевисайда [26].  

Рассмотрим прямоугольную мембрану (рис. 1), ограниченную прямыми 0,x x l  , при 
условии, что мембрана по оси ординат бесконечна ( y  ). Обозначим через 

  , | 0 ,D x y x l y       , [0, )t   время (открытый интервал). 
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Рис. 1 

Задача о нестационарных колебаниях мембранного элемента полосы сводится к реше-
нию уравнения: 
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 , ,u x y t  — перемещение точек в мембранном элементе-полосе, b  — скорость 

распространения поперечных волн деформации. Внешняя нагрузка  , ,G x y t  c известной 

интенсивностью  P t  сосредоточена по линии 0y  , а по оси абсцисс действует по закону 
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где   — удельная плотность мембран, ( )y  — дельта-функция Дирака.  
Перепишем (1) в следующем виде: 
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Рассмотрим случай задания функции ( )P t  в виде: 

 0( )P t P t  , 

где  t  — функция Хевисайда, 0P  — const. 

Так как [0, )t  , то   1t  , поэтому 0( )P t P . В этом случае (4) будет иметь 

следующий вид: 
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.  (5)  

С учетом начальных и граничных условий (2) решение для однородного уравнения: 
2 2
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тождественно равно нулю. Поэтому необходимо искать решение только для неоднородного 
уравнения (5). Это решение будем искать в виде: 
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Будем считать, что 0 x l  , иначе  , 0u x y  , тогда имеем: 
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Из (2) следует, что   0Y   , отсюда найдем 1C  и 2C : 
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Таким образом, решение уравнения (5) выглядит следующим образом: 
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Численные эксперименты. Для расчета прогиба мембраны-полосы, согласно (6), были 
приняты следующие исходные данные: 37,8 кг м   — удельная плотность; 2800 м сb   
— скорость распространения поперечных волн деформации; 0, 4 мl   — ширина мембраны; 

5
0 10  НP   — интенсивность действующей нагрузки. 

Процедура вычисления была реализована при помощи системы Maple, которая исполь-
зуется для решения различных задач [2—4]. На рис. 2 представлены графические результаты 
выполненных расчетов. 
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Рис. 2 

Заключение. Рассмотрен метод решения задачи нестационарных колебаний мембраны, 
обеспечивающий решение прямой задачи о влиянии исходного заданного нестационарного 
нагружения мембраны-полосы. Решена задача для конкретных исходных данных и получено 
их графическое представление. 
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DERIVATION OF AN ANALYTICAL SOLUTION TO THE PROBLEM OF ANALYZING  
A CONCENTRATED VIBRATIONAL EFFECT ON A MEMBRANE-STRIP ELEMENT 

V. L. Tkalich1, М. Е. Kalinkina1, А. G. Кorobeynikov1,2, О. I. Pirozhnikova1  
1ITMO University, 197101, St. Petersburg, Russia 

E-mail: mariia_kalinkina@mail.ru 
2Pushkov Institute of Terrestrial Magnetism, Ionosphere and Radio Wave Propagation 

of the RAS, St. Petersburg Branch, 
199034, St. Petersburg, Russia 

 
An analytical solution is obtained for the problem on a membrane-strip of infinite length under the ac-

tion of concentrated unsteady influence. It is supposed that the strip element has a negligible bending stiff-
ness and turns into a membrane element under a concentrated unsteady vibrational effect.  In the analysis, 
the Heaviside function and the Dirac delta function are used. The procedure for calculating the deflection of 
the membrane-strip in a numerical experiment is implemented using the Maple system. Graphical results of 
the calculations of the membrane-strip deflection are presented. The proposed approach makes it possible 
to solve a direct problem on the influence of a given non-stationary action on the membrane strip. The re-
sults of calculation carried out for a specific membrane strip are presented in graphical form.  

Keywords: elastic membrane element, strip, displacement, loading force, Heaviside function, Dirac 
delta function, Maple 
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