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Аннотация. Рассмотрено классическое линейное регрессионное уравнение, содержащее в левой и правой 
частях: измеряемый сигнал и сумму из n слагаемых, состоящих из произведения неизвестных параметров и из-
вестных функций (регрессоров). Отличительной особенностью рассматриваемого уравнения, по сравнению с 
классическим, является допущение о том, что неизвестные параметры являются нелинейными комбинациями от 
одного, а именно: каждый из неизвестных параметров является числом, полученным при возведении в степень 
одного неизвестного параметра. Предлагается новая упрощенная процедура поиска неизвестного параметра, по-
зволяющая, в отличие от широко распространенного метода градиентного спуска, с одной стороны, существенно 
упростить алгоритм идентификации, а с другой — расширить допущения на регрессоры.  
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Abstract. The classical linear regression equation is considered, containing the measured signal in the left part 

and the sum of terms consisting of the product of unknown parameters and known functions (regressors) in the right 
part. A distinctive feature of the considered equation from the classical one is the assumption that the unknown parame-
ters are non-linear combinations of one. Namely, each of the unknown parameters is obtained by raising one unknown 
parameter to a power. The article proposes a new simplified procedure for searching for the unknown parameter, which, 
unlike the widely used gradient descent method, allows, on the one hand, to significantly simplify the identification algo-
rithm, and, on the other hand, to expand the assumptions for regressors. 
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Введение. В статье рассматривается задача идентификации неизвестного параметра для 

линейного регрессионного уравнения вида 

 2 3
1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )n

nq t t t t t           , (1) 
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где   — неизвестный параметр, ( )i t  и ( )q t  — известные функции времени. 

Ставится задача синтеза алгоритма идентификации ˆ ( )t , обеспечивающего выполнение 
целевого условия вида 

 ˆlim ( ) 0
t

t


   . (2) 

Эта задача может быть решена с использованием классического, хорошо себя зареко-
мендовавшего, метода градиентного спуска (см., например, [1]): 

  ˆ ˆT q    
, (3) 

где коэффициент или матрица 0  ,  1 2col , , , n     , ̂  — оценка вектора неизвест-

ных параметров  2col , , , n     . 

Хорошо известно (см., например, [2—4]), что выражение (2) для алгоритма (3) будет 
выполнено, если вектор ( )t  является предельно интегрально невырожденным или удовле-
творяет условию незатухающего возбуждения. Поэтому при синтезе алгоритма идентифика-

ции ˆ ( )t будем допускать, что ( )t  удовлетворяет условию незатухающего возбуждения. 
Также хорошо известно, что метод градиентного спуска не позволяет дать четких методиче-
ских рекомендаций по выбору   для обеспечения заданного качества переходных процессов. 
Иными словами, увеличение   для векторного случая, с одной стороны, может приводить к 
ускорению процессов параметрической сходимости, но одновременно с этим возрастает ко-
лебательность, и для некоторых 0    быстродействие падает с ростом  .  

Однако следует заметить, что подобные проблемы актуальны только для векторного 
случая, т.е. когда число членов в уравнении (1) два и более. Подобной проблемы удалось из-
бежать с появлением метода DREM (см. [5—7]). Этот метод позволяет из одного уравнения с 
n  неизвестными получить n  уравнений с одним неизвестным. В этом случае возможно при-
менение метода градиентного спуска и наращивание быстродействия за счет увеличения  . 
Чтобы получить n  уравнений с одним неизвестным, в методе DREM использованы 1n   спе-

циальных операторов (например, оператор
k

p k
, где

dp
dt

  и 0k  ), которые позволили по-

лучить вместо одного уравнения (1) n  уравнений сn неизвестными параметрами. Далее было 
произведено так называемое микширование, или смешивание, результатом которого стали n  
уравнений с одним неизвестным параметром.  

В подходе, предлагаемом в настоящей статье, показано, что из системы (1), содержащей 
n  неизвестных параметров, за счет ее специфики можно получить уравнение с одним неиз-
вестным параметром   с меньшим количеством преобразований, по сравнению с методом 
DREM. Последнее, в свою очередь, позволяет избежать вычислительных затрат на реализа-
цию алгоритма идентификации. 

Замечание 1. Может создаваться впечатление, что кажущаяся исключительно математи-
ческой задача поиска неизвестного параметра для уравнения (1) не имеет практического 
смысла. Однако это не так. В статьях [8, 9] было показано, что модель вида (1) может быть 
получена при синтезе наблюдателя переменных состояния для магнитной левитационной 
системы на основе метода PEBO (Parameter Estimation Based Observer [10]). Таким образом, 
решение поставленной в статье задачи имеет прикладное значение. 

Основной результат. Для вывода основного результата рассмотрим уравнение (1), со-
держащее три неизвестных параметра  

 2 3
1 11 12 13q       . (4) 
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Замечание 2. Следует отметить, что общая методика идентификации n неизвестных па-
раметров выглядит достаточно рутинной и несодержательной. Однако вывод алгоритма 
идентификации для трех неизвестных параметров с методической точки зрения (обеспечи-
вающей понимание процедуры) кажется наиболее удачным. 

Для преобразования уравнения (4) к скалярному (т.е. содержащему только один неиз-
вестный параметр  ) потребуется выполнить два шага. 

Шаг № 1. Применим к уравнению (4) оператор 
k

p k
 

 2 3
2 1 21 22 23

kq q
p k

      


, (5) 

где 2 1i i
k

p k
  


. 

Введем новую переменную 1
1

2

q
q

  , тогда 

 
2 3 2

11 12 13 11 12 131
1 2 3 2

2 21 22 23 21 22 23

q
q

        
   

        
. (6) 

Умножив в (6) левую часть на знаменатель правой, получим 

 2 2
1 21 1 22 1 23 11 12 13              . (7) 

Теперь перенесем в левую часть все известные слагаемые. Тогда для (7) имеем 

     2
1 21 11 1 22 12 1 23 13            . (8) 

Поскольку 1
1

2

q
q

  , то: 

     2
1 21 2 11 1 22 2 12 1 23 2 13q q q q q q              , (9) 

Обозначив 
 3 1 21 2 11q q q    , 

 31 1 22 2 12q q      , 

 32 1 23 2 13q q      ,  

получим новую регрессию 

  2
3 31 32q     . (10) 

Шаг №2. Аналогично шагу № 1 применим к уравнению (10) оператор 
k

p k
 

 2
4 3 41 42

kq q
p k

    


. (11) 

Введем новую переменную 3
2

4

q
q

  , тогда 

 
2

3 31 32 31 32
2 2

4 41 4241 42

q
q

     
   

    
. (12) 

Выполнив аналогичные шагу № 1 манипуляции для выражения (12), получим новое 
уравнение, содержащее один неизвестный параметр 
  2 41 31 2 42 32         (13) 

или  
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 5 51q    , (14) 

где 5 3 41 4 31q q q    , 51 3 42 4 32q q      . 

Пример. Для иллюстрации работоспособности предлагаемого алгоритма идентифика-
ции и сравнения его с наиболее успешными аналогами рассмотрим численное моделирование 
в пакете прикладных программ MatLab. Новый подход к оцениванию неизвестного параметра 
регрессионной модели (4) сравнивается с методом DREM (см. [5]). Параметры при моделиро-

вании выбраны следующим образом: 11 10sin 20t  , 12 7sin t  , 13 5  , 2  , ˆ (0) 1,8   

для обоих методов. В предлагаемом подходе в шагах № 1 и 2 применяется фильтр 
1

1p 
. В 

методе DREM используются операторы 
3

3p 
 и 

5

5p 
. Оценивание неизвестного параметра в 

двух подходах производится с помощью метода градиентного спуска (1) с коэффициентом 
1   в обоих случаях. На рисунке представлены результаты оценивания параметра   регрес-

сии (4): neŵ  — предлагаемым в работе алгоритмом идентификации, DREM̂  — методом 

DREM. 
 , neŵ , DREM̂  

2 

1,95 

1,9 

1,85 

1,8 

1,75 

neŵ , 

DREM̂  
  

0             0,2           0,4            0,6            0,8        t, с  
Как видно из графиков переходных процессов, представленных на рисунке, оба метода 

позволяют достаточно быстро оценить неизвестный параметр 2  . Однако можно зафикси-
ровать тот факт, что при одинаковых коэффициентах 0   (в нашем случае 1  ) новый 
подход дает оценку 2   быстрее чем в два раза. На взгляд авторов, повышение быстродей-
ствия происходит за счет использования меньшего количества преобразований (использова-
ния фильтров и операторов), в сравнении с методом DREM. 

Заключение. В статье рассмотрена задача синтеза алгоритма идентификации для ли-
нейного регрессионного уравнения вида (1). Специфика уравнения (1) позволила предложить 
новую упрощенную процедуру синтеза алгоритма идентификации неизвестного параметра  , 
содержащую меньшее число вычислений, по сравнению с методом DREM. Для упрощения 
понимания процедуры синтеза был рассмотрен случай с 3n  , т.е. регрессионная модель вида 

(4). За два шага уравнение (4), содержащее три неизвестных параметра ( , 2 , и 3 ), было 
преобразовано к скалярному выражению (14), включающему в себя только  . Компьютерное 
моделирование продемонстрировало достижение цели (2). Сравнительный анализ переход-
ных процессов показал, что предложенный подход при аналогичных коэффициентах превос-
ходит метод DREM по быстродействию.  
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