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Аннотация. Представлены наборы векторов индексов децимации троичных М-последовательностей 
(МП) с проверочными полиномами hМП(x) для периодов N = 3S–1 < 20000, сформированных в конечных полях 
GF(3S) (S = 3, 5, 7, 9). Наборы включают как известные индексы децимации, так и вновь полученные, позво-
ляющие формировать множества троичных Голд-подобных последовательностей  с объемом N+2 и низким 
уровнем значений периодической взаимно корреляционной функции. Для значения S = 5 к пяти известным ин-
дексам децимации дополнительно получено 4 индекса, для S = 7 к семи известным индексам получено 10 ин-
дексов децимации, а для S = 9 к девяти известным дополнительно получено 9 индексов децимации.  
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В современных системах передачи и обработки цифровой информации для повышения 

помехозащищенности по отношению к преднамеренным помехам широко используются как 
двоичные, так и недвоичные фазоманипулированные сигналы с расширенным спектром 
(СРС), формируемые на основе псевдослучайных последовательностей [1, 2]. В системах свя-
зи с кодовым многостанционным доступом в настоящее время применяются фазоманипули-
рованные сигналы на основе двоичных последовательностей Голда (ПГ), Касами и др. [3—5]. 
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Переход от двоичных к недвоичным фазоманипулированным СРС на основе троичных 
Голд-подобных последовательностей (ГПП) определяется тем, что данные конструкции ха-
рактеризуются увеличением числа множеств сигналов с эквивалентными корреляционными 
свойствами при сопоставимых периодах. Например, в поле GF(26) имеется 6 примитивных 
полиномов, 6 предпочтительных пар М-последовательностей (МП), для которых можно 
сформировать 6 множеств ПГ с периодом N = 63 и максимальным значением модуля взаим-
ной корреляционной функции (ПВКФ) |Rmax| = 17. В поле GF(34) имеется 8 примитивных по-
линомов, для которых формируются 8 множеств троичных ГПП с периодом N = 80 и 
|Rmax| = 17. В поле GF(28) для 16 примитивных полиномов можно сформировать 16 множеств 
ПГ с периодом N = 255 и |Rmax| = 31, а в поле GF(35) для 22 примитивных полиномов форми-
руются уже 99 множеств троичных ГПП с периодом N = 242 и |Rmax| = 28. 

Также достоинство троичных фазоманипулированных сигналов заключается в том, что 
при сдвиге на 120 данные сигналы представляют собой эквидистантную систему сигналов 
[1, 2]. 

Вопросам формирования множеств двоичных и недвоичных последовательностей с 
низким уровнем взаимной корреляции посвящено большое количество публикаций [6—13]. 
Основополагающей является работа [6], в которой представлены результаты по 
формированию множеств двоичных ПГ с периодом N = 2S–1, трехуровневой ПВКФ с 
максимальным значением модуля для нечетных S: 
 |Rmax| = 21/2(N+1)1/2+1, (1) 
и четырехуровневой ПВКФ с максимальным значением модуля для четных S: 
 |Rmax| = 2(N+1)1/2+1. (2) 

В [7] для полей GF(pS) при нечетных значениях S получены выражения для индексов 
децимации idk (k = 1, 2, 3…) недвоичных МП, на основе которых определяются 
предпочтительные пары МП при формирования множеств ГПП с верхней границей взаимной 
корреляции 
 |Rmax| = 1+p(S+e)/2, (3) 
где e = НОД(S, k) — наибольший общий делитель параметров S и k. 

Рассмотрены два варианта вычисления индексов децимации: 
 i1dk = (p2k+1)/2, (4) 
 i2dk = p2k–pk+1. (5) 

В работе [8] для полей GF(3S) при простом нечетном S приведено выражение для 
индекса децимации при формировании множеств ГПП с верхней границей взаимной 
корреляции |Rmax| = 1+p(S+1)/2: 
 i3d = 2p(S–1)/2+1. (6) 

Наряду с поиском предпочтительных пар недвоичных МП большое внимание уделяется 
вопросам формирования множеств последовательностей, для которых выполняется условие 
НОД(id, pS–1) = 2. В [9, 10] для нечетных значений S и индексов децимации определены 
верхняя граница для значений взаимной корреляции |Rmax| = 1+(p+1)pS/2/2 и мощность 
полученных множеств последовательностей. В [11—13] для четных значений S и индексов 
децимации, для которых НОД(id, pS–1) > 2, также определены мощности множеств и 
максимальные значения взаимной корреляции. Данные работы позволяют с более общих 
позиций подойти к формированию недвоичных ГПП. 

Целью настоящей статьи — определение в полях GF(3S) при S = 3, 5, 7, 9 полных 
наборов индексов децимации id для формирования множеств ГПП с корреляционными 
свойствами, удовлетворяющими граничным оценкам, полученным в [7, 8]. 

Множества троичных ГПП, так же как и множества двоичных ПГ, формируются на ос-
нове предпочтительных пар МП. Троичные МП с периодом N = 3S – 1 формируются над  
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конечными полями GF(3S). Символы di, i = 0…N–1, МП в каноническом виде определяются 
выражением [3, 8, 12] 

 1tr (α )i
i Sd  , (7) 

где trS1() — функция следа примитивного элемента  из поля GF(3S) в поле GF(3). 
Рассмотрим формирование ГПП для нечетных значений S = 3, 5, 7, 9.  
Троичные последовательности для S = 3 с периодом N = 33–1 = 26 формируются в 

конечном поле GF(33) с примитивным полиномом f(x) = x3+2x+1. В поле GF(33) имеется 
четыре примитивных полинома h1(x) = x3+2x+1, h5(x) = x3+2x2+x+1, h7(x) = x3+x2+2x+1, 
h17(x) = x3+2x2+1. 

Нижние индексы в полиномах hi(x) здесь и далее соответствуют минимальным 
показателям степени корней данных полиномов и равны индексам децимации idi базисной 
МП с hМП(x) = h1(x). Все МП в поле GF(33) могут быть получены путем децимации символов 
базисной МП по данным индексам. 

Базисная МП с h1(x) = x3+2x+1 в каноническом виде, т.е. с начальным состоянием 
d0 = tr3,1α

0 = 0, d1 = tr3,1α
1 = 0, d2 = tr3,1α

2 = 2, формируемая в соответствии с (6), может быть 
представлена в виде матрицы размерности [8×10] 

 0 0 2 1 0 1 1 1 2 0
 0 2 2 0 1 0 2 2 1 1
 0 1 0 1 2 1 2 2 1 2
FМП =  0 1 2 2 2 2 0 0 0 2 ,                          (8) 
 0 0 1 2 0 2 2 2 1 0  
 0 1 1 0 2 0 1 1 2 2
 0 2 0 2 1 2 1 1 2 1
 0 2 1 1 1 1 0 0 0 1

в которой МП записывается последовательно по строкам.  
В табл. 1 приведены значения ПВКФ (и число этих значений на одном периоде) базис-

ной МП вида (8) с полиномом h1(x) и остальных МП с hi(x), формируемых путем децимации 
базисной МП по соответствующим индексам децимации idi.  

Таблица 1 

Полиномы 

h1(x) – hi(x) 

Число n значений ПВКФ МП1 и МПi с периодом N=26 при 

R(τ) и r(τ)* 

–13 –10 –7 –4 –1 2 5 8 11 14 

–0,50 –0,38 –0,27 –0,15 –0,04 0,08 0,19 0,31 0,42 0,54 

h1(x) – h5(x)  3   17   6   

h1(x) – h7(x)  3   17   6   

h1(x) – h17(x)  1 3 6 3 6 3 4   

* Величине R(τ) соответствуют значения в верхней строке, r(τ) — в нижней. 

Трехуровневой ПВКФ обладают две пары МП: h1(x) — h5(x) и h1(x) — h7(x). Данные пары 
называются предпочтительными и могут быть использованы для формирования множеств ГПП 
[7]. Индекс децимации id1 = 5 соответствует выражению (4), а id2 = 7 — выражениям (5) и (6). 

При замене h1(x) на h5(x) и h7(x) можно получить еще две предпочтительные пары: 
h5(x) — h17(x) и h7(x) — h17(x). Все предпочтительные пары обладают ПВКФ, которая прини-
мает три значения: 
 R(τ) = [–10(3); –1(17); 8(6)]. (9) 

На рис. 1 показан график ПВКФ предпочтительной пары МП с h5(x) — h17(x). 
Таким образом, при S = 3 вектор индексов децимации для формирования множеств тро-

ичных ГПП имеет вид 
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IS(id1, id2) = I3(5, 7), 
что соответствует результатам, полученным в [7, 8]. 

 R() 
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Рис. 1 

Для каждой из четырех МП с периодом N = 33–1 = 26 можно сформировать по два мно-
жества ГПП объемом VS = V3 = 28 с трехуровневой ПВКФ. Число уровней при вычислении 
взаимной корреляции различных последовательностей множества ГПП может отличаться от 
значений в выражении (9). 

Всего можно сформировать MS = M3 = 4 множества ГПП с проверочными полиномами 
hГПП1(x) = h1(x)ꞏh5(x), hГПП2(x) = h1(x)ꞏh7(x), hГПП3(x) = h5(x)ꞏh17(x), hГПП4(x) = h7(x)ꞏh17(x). 

Реализация устройств формирования множеств троичных ГПП может быть осуществле-
на как аппаратным, так и программным способом. 

При аппаратном способе устройство формирования представляет собой совокупность 
двух регистров сдвига с линейной обратной связью (РС ЛОС), сумматоры и умножители по 
mod 3 в цепи обратной связи которых расставляются в соответствии с коэффициентами при-
митивных полиномов. Ячейками регистра сдвига являются устройства, которые могут нахо-
диться в трех состояниях. В одном регистре выставляется фиксированное ненулевое началь-
ное состояние, а во втором регистре для получения всех последовательностей множества  
поочередно выставляются все возможные начальные состояния. Выходные сигналы регист-
ров поступают на сумматор по mod 3, являющийся выходом устройства. Например, для поли-
нома hГПП3(x) = h5(x)ꞏh17(x) первый регистр формируется в соответствии с полиномом 
h5(x) = x3+2x2+x+1, а второй — в соответствии с h17(x) = x3+2x2+1. 

При программном способе произвольная последовательность множества, например по-
следовательность с hГПП3(x) = h5(x)ꞏh17(x), также образуется посредством суммирования двух 
МП. Первая МП формируется путем децимации базисной МП с h1(x) вида (8) по индексу 
id1 = 5 с ее произвольного символа, а вторая МП образуется путем децимации базисной МП 
по индексу id2 = 17 поочередно с ее различных символов. В результате могут быть получены 
все 28 последовательностей множества троичных ГПП. 

В общем случае выражения для ПВКФ и объема множеств ГПП для нечетных значений 
S имеют следующий вид: 

 ( 1)/2 ( 1)/2
ГПП (τ) [( 3 1); 1; (3 1)],S SR        (10) 

 VS = 3S+1 = N+2. (11) 
Троичные последовательности с периодом N = 35–1 = 242 формируются в конечном 

поле GF(35) с примитивным полиномом f(x) = h1(x) = x5+2x+1. В поле GF(35) имеется 22 
примитивных полинома, на основе которых могут быть получены все МП путем децимации 
базисной МП по индексам: 5, 7, 13, 17, 19, 23, 25, 31, 35, 41, 43, 47, 49, 53, 61, 67, 71, 79, 125, 
131, 161. 

В соответствии с (4) определены известные индексы децимации id1 = 5, id2 = 41; в 
соответствии с (5) — id3 = 7, id4 = 35, а в соответствии с (6) — id5 = 19. 
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На основе анализа взаимно корреляционных свойств всевозможных пар МП с периодом 
N = 242 были получены 4 новых индекса децимации, позволяющие формировать множества 
ГПП с трехуровневой ПВКФ и верхней границей взаимной корреляции, удовлетворяющей 
(3): id6 = 17, id7 = 49; id8 = 61, id9 = 67. 

Таким образом, при S = 5 общий вектор индексов децимации для формирования мно-
жеств троичных ГПП имеет вид 
 IS(id1, id2, …, id9) = I5(5, 7, 17, 19, 35, 41, 49, 61, 67). (12) 

Для каждой из 22 МП с периодом N = 242 можно сформировать по 9 множеств ГПП 
объемом V5 = 244, ПВКФ которых принимает три значения: 
 RГПП(τ) = [–28; –1; 26]. (13) 

Всего можно сформировать MS = M5 = 99 множеств ГПП с проверочными полиномами 
hГППi(x) = hj(x)ꞏhk(x), где индексы j и k соответствуют индексам примитивных полиномов. На-
пример, если hГПП1(x) = h1(x)ꞏh5(x), то при замене полинома h1(x) на произвольный примитив-
ный полином h125(x) = x5+x4+x2+x+1, получим проверочный полином десятой степени множе-
ства ГПП hГПП2(x) = h125(x)ꞏh5ꞏ125 mod242(x) = h125(x)ꞏh141(x) = h125(x)ꞏh47(x). В поле GF(35) выпол-
няется равенство h141(x) = h47(x) = x5+2x3+2x2+x+1, так как оба полинома имеют одинаковые 
корни α47, α141, α181, α59, α177, являющиеся p-сопряженными элементами. Взаимно корреляционная 
функция двух последовательностей множества ГПП с hГПП2(x)=h125(x)ꞏh47(x) показана на рис. 2. 
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Рис. 2 
В общем виде выражения для ПВКФ и объема множеств ГПП с периодом N = 242 удов-

летворяют выражениям (10) и (11). 
Троичные последовательности с периодом N = 37–1 = 2186 формируются в конечном 

поле GF(37) с полиномом f(x) = h1(x) = x7+x2+2x+1. В поле GF(37) имеется 156 примитивных 
полиномов, на основе которых могут быть получены МП путем децимации базисной МП по 
соответствующим индексам. В качестве примера приведено по 20 начальных и конечных 
индексов: 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 55, 59, 61, … 647, 673, 
689, 691, 697, 701, 713, 715, 719, 725, 727, 1097, 1103, 1121, 1133, 1187, 1205, 1211, 1367, 1457. 

В соответствии с (4) для формирования множеств ГПП определены известные индексы 
децимации id1 = 5, id2 = 41, id3 = 365, в соответствии с (5) — id4 = 7, id5 = 73, id6 = 107, а в 
соответствии с (6) — id7 = 55. 

Анализ взаимно корреляционных свойств различных МП с периодом N = 2186 позволил 
получить 10 новых индексов децимации, на основе которых можно сформировать 
дополнительные множества ГПП с трехуровневой ПВКФ и верхней границей взаимной 
корреляции, удовлетворяющей (3). Это индексы 11, 53, 61, 199, 227, 347, 391, 439, 547, 551. 

Таким образом, при S = 7 общий вектор индексов децимации для формирования мно-
жеств троичных ГПП имеет вид 

IS(id1, id2, …, id17) = I7(5, 7, 11, 41, 53, 55, 61, 73, 107, 
 199, 227, 347, 365, 391, 439, 547, 551). (14) 
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Для каждой из 156 МП с периодом N = 2186 можно сформировать по 17 множеств ГПП 
объемом V7 = 2188, ПВКФ которых принимает три значения: 
 RГПП(τ) = [–82; –1; 80]. (15) 

Всего можно сформировать MS = M7 = 1326 множеств троичных ГПП. В качестве при-
мера для id16 = 547 приведем полином hГПП1(x) = h1(x)ꞏh547(x) и полином hГПП2(x) = 
= h1187(x)ꞏh1187ꞏ547 mod2186(x) = h1187(x)ꞏh47(x), который получается при замене h1(x) на произволь-
ный примитивный полином h1187(x). 

В общем виде выражения для ПВКФ и объема множеств ГПП с периодом N = 2186 так-
же удовлетворяют соотношениям (10) и (11). 

Троичные последовательности с периодом N = 39–1 = 19682 формируются в конечном 
поле GF(39) с полиномом f(x) = h1(x) = x9+x4+x2+1. В поле GF(39) имеется 1008 примитивных 
полиномов. В качестве примера приведено также по 20 начальных и конечных индексов: 5, 7, 
11, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 55, 59, 61, 67, …, 9935, 9953, 9959, 10097, 
10115, 10121, 10169, 10175, 10193, 10601, 10607, 10655, 10661, 10691, 10853, 10925, 10931, 
12365, 12383, 13121. 

В соответствии с (4) были определены известные индексы децимации id1 = 5, id2 = 41, 
id3 = 365, id4 = 3281, в соответствии с (5) — id5 = 7, id6 = 73, id7 = 323, id8 = 703, а в соответствии 
с (6) — id9 = 163. 

На основе анализа взаимно корреляционных свойств МП получено 9 новых индексов 
децимации, позволяющих формировать множества ГПП с верхней границей взаимной 
корреляции, удовлетворяющей (3): idi =19, 161, 1151, 2813, 3047, 3361, 3515, 3937, 4921 
(i = 10, …,18), и трехуровневой ПВКФ 
 RГПП1(τ) = [–244; –1; 242]. (16) 

Отметим, что на основе известных индексов децимации id3 = 365 и id8 = 703, полученных 
в соответствии с (4) и (5) при S = 9, k = 3 и НОД (S, k) = 3, формируются множества 
последовательностей с увеличенным значением |Rmax| = 730 и трехуровневой ПВКФ, 
удовлетворяющей (3): 
 RГПП2(τ) = [–730; –1; 728]. (17) 

Кроме того, было получено 7 новых индексов децимации: 547, 679, 835, 1049, 1979, 
2627, 3227, позволяющих формировать множества ГПП с |Rmax| = 728 и четырехуровневой 
ПВКФ 
 RГПП3(τ) = [–244; –1; 242, 728]. (18) 

Таким образом, при S = 9 множества троичных ГПП в соответствии с ПВКФ вида  
(16)—(18) можно разделить на три типа. 

Первому типу c ПВКФ вида (16) соответствует вектор индексов децимации 

IS1(id1, id2, …, id16) = I9,1(5, 7, 19, 41, 73, 161, 163, 323, 1151, 2813, 
 3047, 3281, 3361, 3515, 3937, 4921). (19) 

Для каждой из 1008 МП с периодом N = 19682 можно сформировать по 16 множеств 
ГПП объемом V9 = 19684, всего можно сформировать 8064 множества ГПП первого типа. 

Второму типу c ПВКФ (17) соответствует вектор индексов децимации 
 IS2(id17, id18) = I9,2(365, 703). (20) 

Для каждой МП можно сформировать по 2 множества ГПП объемом V9 = 19684, всего 
можно сформировать 1008 множеств ГПП второго типа. 

Третьему типу c ПВКФ (18) соответствует вектор индексов децимации 
 IS3(id19, id20, …, id25) = I9,3(547, 679, 835, 1049, 1979, 2627, 3227). (21) 

Для каждой МП можно сформировать по 7 множеств ГПП, всего можно построить 3528 
множеств ГПП третьего типа. 
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Основные корреляционные и мощностные характеристики множеств ГПП для нечетных 
значений параметра S приведены в табл. 2. 

  Таблица 2 

S N 
Индексы децимации 

|Rmax| 
Значения уровней 

ПВКФ 
VS MS известные новые 

3 26 5, 7  10 –10, –1, 8 28 4 
5 242 5, 7, 19, 35, 41 17, 49, 61, 67 28 –28, –1, 26 244 99 

7 2186 
5, 7, 41, 55, 73, 

107, 365 
11, 53, 61, 199, 227, 347, 391, 

439, 547, 551 
82 –82, –1, 80 2188 1326 

9 19682 
5, 7, 41, 73, 163, 

323, 3281 
19, 161, 1151, 2813, 3047, 3361, 

3515, 3937, 4921 
244 –244, –1, 242 19684 8064 

9 19682 365, 703  730 –730, –1, 728 19684 1008 

9 19682  
547, 679, 835, 1049, 1979, 2627, 

3227 
728 –244, –1, 242, 728 19684 3528 

Таким образом, в работе получены полные наборы индексов децимации idi для форми-
рования множеств троичных ГПП с корреляционными свойствами, удовлетворяющими гра-
ничным оценкам, полученным в [7, 8]. Наборы, представленные в виде векторов индексов де-
цимации IS(idi) в соответствии с выражениями (12), (14), (19)—(21), включают как известные, 
так и вновь полученные индексы, позволяющие формировать новые множества троичных 
ГПП как с трехуровневой, так и четырехуровневой ПВКФ. 

Полученные множества троичных ГПП могут быть использованы в системах передачи и 
обработки цифровой информации в режиме кодового многостанционного доступа при фор-
мировании троичных эквидистантных фазоманипулированных сигналов наряду с двоичными 
сигналами.  
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