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Аннотация. Представлен графоаналитический метод оптимального синтеза контура маятниковой (пози-
ционной) коррекции гироскопических вертикалей на подвижном основании, модель которого сводится к ком-
плементарному фильтру. В качестве критерия оптимальности используется дисперсия ошибки комплементарно-
го фильтра. Характеристики дрейфа гироскопа в виде белого шума и нестабильности нуля определяются из  
вариации Аллана, а ошибки маятника — по спектральной плотности мощности горизонтального ускорения, оп-
ределенной с учетом предполагаемых условий эксплуатации. Определение оптимальной постоянной времени 
коррекции и максимально допустимого значения параметра дрейфа гироскопа при заданной точности гировер-
тикали с учетом динамики подвижного объекта осуществляется при помощи специально формируемого графика 
с осями „постоянная времени коррекции— параметр дрейфа гироскопа“. Предложенный метод может исполь-
зоваться как для аналитических, так и для силовых гировертикалей.  
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Abstract. A graphical-analytical method of optimal synthesis of pendulum (positional) correction contour for gyro-

scopic verticals on a movable base is presented, the model of the gyro is reduced to a complementary filter. The vari-
ance of the complementary filter error is used as an optimality criterion. Characteristics of the gyroscope drift in the form 
of white noise and zero instability are determined from the Allan variation, and the satellite errors are determined from 
the spectral power density of horizontal acceleration, determined with the account for assumed operating conditions. 
Determination of the optimal correction time constant and the maximum permissible gyroscope drift parameter at a given 
gyro accuracy, taking into account the moving object dynamics, is carried out using a specially formed graph with the 
axes "correction time constant — gyro drift parameter". The proposed method can be used for both analytical and power 
vertical gyros.  
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Введение. Гироскопическая вертикаль предназначена для построения стабильной при-

борной вертикали места. Для решения этой задачи используют комплексирование сигналов 
ориентации, полученных с помощью гироскопов и маятникового чувствительного элемента 
(МЧЭ). Так как гироскопический датчик имеет погрешности, обусловленные инструменталь-
ным и методическим дрейфом, а погрешности МЧЭ порождаются ускорениями подвижного 
объекта, на котором установлена гировертикаль, то для повышения точности построения 
приборной вертикали их объединяют в комплексную систему. Основной задачей при этом 
является нахождение компромиссного решения при построении системы коррекции гироско-
па по сигналу МЧЭ. 

В аналитических гировертикалях комплексирование выполняется численно, в частно-
сти, с использованием комплементарного фильтра (КФ) [1, 2], фильтра Калмана [3—5] и 
фильтра Маджвика [6]. Синтез КФ заключается в выборе общей частоты среза для фильтров 
низкой (ФНЧ) и высокой частоты (ФВЧ). КФ может быть реализован не только в классиче-
ском виде для углов Эйлера—Крылова, но и для параметров ориентации в виде направляю-
щих косинусов [1] и кватернионов [2]. 

Иногда горизонтальными поперечными ускорениями просто пренебрегают (например, в 
[4] для фильтра Калмана), оставляя модель только белого шума. В таком случае синтез схож 
со способами синтеза КФ на основе фильтра Винера или фильтра Калмана первого порядка 
[7, 8], где дрейф гироскопа и ошибки МЧЭ описываются белыми шумами. Однако тогда остает-
ся неясным принцип выбора характеристик белого шума ошибок МЧЭ при использовании ги-
ровертикали на подвижном объекте (подробнее этот аспект рассмотрен в разделе „Пример“). 

Выбор параметров контура маятниковой коррекции с учетом динамики подвижного 
объекта не рассматривался в работах [1, 4, 6, 8]. Из известных методов настройки можно при-
вести, например, уменьшение крутизны контура коррекции при увеличении модуля измерен-
ного акселерометрами ускорения [9, 10] и оптимизацию крутизны контура по результатам 
экспериментов [10, 11]. 

На взгляд авторов, наиболее технически целесообразным методом синтеза контура кор-
рекции является использование статистических характеристик сигналов гироскопа и МЧЭ, 
как, например, в [12]. В настоящей работе рассмотрен синтез контура маятниковой коррекции 
по типу КФ как наиболее универсальный и вычислительно простой способ комплексирова-
ния. Предлагается графоаналитический метод выбора точности гироскопа и оптимального 
значения постоянной времени коррекции T  КФ с учетом параметров динамики подвижного 
объекта. 

Постановка задачи. Без потери общности рассмотрим комплексирование для опреде-
ления угла крена в аналитической гировертикали. Аналитическая гировертикаль состоит из 
датчика угловых скоростей (ДУС), ось чувствительности которого установлена по продоль-
ной оси X  подвижного объекта, и МЧЭ в виде блока акселерометров с осями чувствительно-
сти по поперечной Z  и нормальной Y  осям подвижного объекта. 

Угол крена по сигналам блока акселерометров м  определяется по выражению 

 м
sin cos

arctg arctg
cos sin

z

y

a g a

a g a

     
           

, (1) 
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где ya , za  — показания акселерометров по соответствующим осям; g  — ускорение свобод-

ного падения; a  — горизонтальное поперечное ускорение;   — истинный угол крена. Заме-

ной переменных мtg a g  (где м  — ошибка МЧЭ) преобразуем выражение (1) к виду 

 м
м м

м

sin( )sin cos
arctg arctg

cos sin cos( )

g a

g a

       
                

. (2) 

Угол крена по гироскопу (ДУС) г  определяется интегрированием сигнала мгновенной 

угловой скорости ДУС с учетом начального значения 0 : 

 г 0 др 0
0 0

( )
t t

xd d             , (3) 

где дрx     — мгновенная угловая скорость, измеряемая ДУС; др  — угловая скорость 

дрейфа ДУС (гироскопа).  
С целью комплексирования сигналов МЧЭ и гироскопа (ДУС) в виде КФ применяют 

комбинацию ФНЧ для сигнала МЧЭ (2) и ФВЧ с той же частотой среза (постоянной време-
ни), что и ФНЧ, для сигнала ДУС (3). Вычисленный угол крена в  определяется с помощью 

КФ в виде 

 др дрм м
в м г

1

1 1 1 1 1 1

T p T TTp

Tp Tp Tp Tp Tp Tp

      
          

     
,  (4) 

где T  — постоянная времени коррекции; p  — комплексная переменная в преобразовании 
Лапласа (символ дифференцирования). Таким образом, полезный сигнал не искажается в КФ, 
ошибки МЧЭ усредняются в ФНЧ, а дрейф гироскопа не имеет тенденции к накоплению по-
сле прохождения ФВЧ. 

Ошибки МЧЭ м  на подвижном объекте можно условно разделить на две составляю-

щие: низкочастотные, например порождаемые виражом, и высокочастотные, порождаемые 
качкой или динамикой самого МЧЭ. Ошибки первого типа не усредняются в КФ, а гировер-
тикаль „уходит“ к кажущейся вертикали. Для их устранения используются дополнительные 
технические средства, например, выключатели коррекции или методы компенсации действия 
ускорений [13—15]. В расчетах используется нормальный режим, в котором ошибки МЧЭ не 
имеют составляющих с частотами, приближающимися к нулю, и являются малыми (до не-
скольких градусов). 

Дрейф гироскопа — сложный процесс, включающий случайные и детерминированные 
составляющие. В рамках настоящей статьи дрейф рассматривается преимущественно как 
случайный: основные детерминированные составляющие, связанные с самим датчиком, такие 
как постоянное смещение нуля и температурный дрейф, устраняются калибровкой. Дрейф от 
угловой скорости вращения и облета Земли в расчете не рассматривается, поскольку при не-
обходимости может устраняться дополнительными техническими средствами. 

Ставится задача оптимального синтеза КФ для аналитической гировертикали, а именно 
выбора постоянной времени коррекции T , а также определения требуемой точности гиро-
скопа с учетом заданной точности гировертикали и динамики подвижного объекта в нор-
мальном режиме. В качестве критерия оптимальности принимается дисперсия кфD  ошибки 

КФ. При этом будем считать ошибки гироскопа и МЧЭ некоррелированными, откуда общая 
дисперсия ошибки КФ в соответствии с (4) вычисляется как сумма дисперсий ошибок гиро-
скопа (ДУС) гD  и МЧЭ мD   

 кф в г м[ ]D D D D      . (5) 
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Предлагаемый метод расчета. Учитывая, что в нормальном режиме м 1  , следо-

вательно, м /a g  , а также, что ошибка МЧЭ из-за действия поперечного ускорения много 

больше шума самого датчика, ошибки МЧЭ могут быть аппроксимированы с помощью спек-
тральной плотности мощности поперечного ускорения ( )aS   [16] в виде 

 
2

22

2
( )

1 ( )

a
a

D mn
S

jm n j


 

  
, (6) 

которой соответствует формирующий фильтр 

 
2

2
( )

1
ap mnD

F p
np mp


 

, (7) 

где   — круговая частота; aD  — дисперсия горизонтального поперечного ускорения; 
2 2 12 ( )m     ; 2 2 1( )n    ;   — параметр затухания;   — резонансная частота; j  — 

мнимая единица. 
Тогда дисперсию ошибки МЧЭ можно найти [16] аналитически по передаточным функ-

циям формирующего фильтра (7) и ФНЧ в составе КФ (4): 

 
2

м 2 2 2

1 1 1
( )

2 1 ( )
a

p j

nD
D F p d

Tpg g T Tm n



 

 
   
     

 . (8) 

Дисперсия ошибки гироскопа после прохождения КФ определяется выражением 

 др др 2
г 1 1

D D T D T
Tp Tp

      
           

. (9) 

Необходимо определить дисперсию выражения др

1Tp




, что означает найти дисперсию 

угловой скорости дрейфа, усредненную ФНЧ за время T . Для этого используем метод вариа-
ции Аллана [17]. Конечно, вариация Аллана не является, строго говоря, дисперсией, а усред-
нение по ней происходит не с помощью апериодического звена первого порядка. Однако с 

достаточной для данного расчета точностью можно оценить дисперсию выражения др

1Tp




 

равной вариации Аллана, тогда выражение (9) примет вид 

 2 2
г ав ( )D T T  , (10) 

где 2
ав ( )T  — вариация Аллана угловой скорости гироскопа.  

Как правило, гировертикали с маятниковой коррекцией имеют рабочую зону постоян-
ной времени Т порядка единиц до десятков секунд. Дрейф гироскопов в этой зоне времени 
осреднения может быть охарактеризован белым шумом или нестабильностью нуля. Далее два 
указанных случая будут рассмотрены подробно. 

В зоне преобладания нестабильности нуля в дрейфе гироскопа график вариации Аллана 
приобретает практически нулевой наклон, что является показателем слабой зависимости ва-
риации угловой скорости дрейфа от времени усреднения. В таком случае значение выражения 
(10) можно найти как  

 2 2
г нн ( )D T   , (11) 
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где 2
нн ( )   — вариация угловой скорости дрейфа в районе пологой части графика вариации 

Аллана. Дисперсия ошибки КФ, найденная  по выражению (5), с учетом (8), (11) принимает вид 

 2 2
кф г м нн 2 2

( )
( )

anD
D D D T

g T Tm n
     

 
. (12) 

Точки экстремума критерия оптимальности (12) определяет уравнение 

 
 

 
2

кф нн 22 2

2
2 ( ) 0anD T m

D T
T g T Tm n


    

  
, (13) 

которое для реализации предлагаемого метода рационально представить кривой, характери-
зующей зависимость нн ( )   от T : 

 
 

 нн 2

2
( )

2

anD T m

T g T Tm n


  

 
. (14) 

Найденные значения экстремумов, соответствующие кривой (14), будут означать мини-
мум функции кфD  при положительной второй производной выражения (12): 

    
2 32 2 2 2 2

кф нн2
2 ( ) 2 3 3 0аD nD T Tm m n g T Tm n

T


         


. (15) 

Докажем, что кривая (14) удовлетворяет условию (15) при любых 0T  , нн ( ) 0   , то-

гда должно выполняться следующее выражение: 

 
 

 
 
 

2 2

2 32 2 2 2

3 32

2

aa
nD T Tm m nnD T m

Tg T Tm n g T Tm n

  
 

   
; 

   33 2 2 1 2 20,5 (8 9 3 ) 0anD T T m Tm mn T g T Tm n
        при 0m  , 0n  . 

Далее определим границы областей параметров T , нн ( )   — уравнения изолиний — 

по максимально допустимому среднеквадратическому отклонению (СКО) ошибки КФ 

кф кфD   по выражению (12): 

 2
нн кф 2 2

1
( )

( )
anD

T g T Tm n
    

 
. (16) 

Для наглядного пояснения предлагаемого метода схематично представим выражения (14) и 
(16) на рис. 1, а в координатах T , нн ( )   для общего случая. Точки пересечения изолиний (16) и 

оптимальной кривой (14) — 1E  и 2E  — показывают максимально допустимый дрейф для задан-

ных кф1  и кф2 . Все точки под изолиниями (16) соответствуют дисперсии, меньшей, чем на со-

ответствующей изолинии. Отрезки 1OA  и 2OA  показывают значения постоянной T , при которых 

значения кф1  и кф2  получить невозможно ввиду недостаточного усреднения ошибки МЧЭ. 
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 а) б) 

 
Рис. 1  

Выражение, схожее с (13), было получено в [12], где предлагается решить уравнение 
численным способом и отбросить корни, не имеющие физического смысла, а причиной 
ошибки гироскопа является вращение Земли. Однако для определения точек минимума среди 
экстремумов необходимо рассмотреть вторую производную (что более важно для случая бе-
лого шума). Для предлагаемого метода не требуется решение выражений (13) и (15), соответ-
ствующих первой и второй производным, или использование численных методов оптимиза-
ции. 

При преобладании белого шума в дрейфе гироскопа в рабочей зоне вариация Аллана 
имеет наклон 1/ 2  [17], а значение выражения (10) определяется 

 2
гD N T , (17) 

где N  — случайное блуждание угла (angular random walk) по девиации Аллана [17]. По ана-
логии с выражением (14) могут быть получены уравнения кривой оптимума N  от T  

 
 

 2

2anD T m
N

g T Tm n




 
; (18) 

аналогично выражению (15) — условие положительности второй производной 
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,   

чему соответствует ограничение в области 0,T   0N   (второй корень квадратного уравне-
ния всегда отрицателен, поэтому не рассматривается) 

  2 1
3 12 9 '

6
T m n m T     . (19) 

По аналогии с уравнением (16) могут быть получены уравнения изолиний одинакового 
СКО кф  ошибки КФ и в случае белого шума 

 2
кф 2 2

1

( )
anD

N
T g T Tm n

 
      

. (20) 

На рис. 1, б схематично отображены выражения (18)—(20) для общего случая. Точки 

1E , 2E  и 1A , 2A  соответствуют случаю нестабильности нуля на рис. 1, а. Точки 1Z  и 2Z  на-

ходятся на одной отметке белого шума N , при этом 1Z  лежит в зоне 'T T , что означает ло-

кальный максимум, поэтому в качестве решения выбирается 2Z . Для значений белого шума 

N  выше точки С  отсутствуют экстремумы дисперсии кфD . 

Таким образом, по пересечению линий оптимума и изолиний с заданным СКО ошибки 
КФ на графиках определяются максимально допустимые значения нестабильности нуля и бе-
лого шума, на основании которых выбирается гироскоп. Далее, по построенным графикам и 
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параметрам выбранного гироскопа находятся оптимальные постоянные времени T  для бело-
го шума бшT  и нестабильности нуля ннT . По вариации Аллана гироскопа из двух бшT  и ннT  

выбирается та оптимальная постоянная времени, которой соответствует преобладающий ха-
рактер дрейфа на времени усреднения, равном самой постоянной времени. 

Силовая гироскопическая вертикаль. Предлагаемый метод может быть применен 
при синтезе контура коррекции силовой гировертикали ввиду того, что математически дина-
мика силовой гировертикали [18] по оси прецессии совпадает с уравнением КФ. 

На рис. 2 показана силовая гировертикаль (контур стабилизации условно не показан) на 
подвижном объекте. Здесь обозначено: Z  — поперечная ось подвижного объекта; gZ   — 

проекция поперечной оси объекта на плоскость местного горизонта; Zгу — ось подвеса ги-
роузла; нрY  — нормаль к плоскости наружной рамки; H  — вектор кинетического момента 

гироузла; Y  — нормальная ось подвижного объекта; gY  — местная вертикаль;   — угол 

между осью подвеса гироузла Zгу и плоскостью горизонта; ДУ — датчик угла; У — усили-
тель; МК — мотор коррекции; ГУ — гироузел; НР — наружная рамка. 

 
Рис. 2  

Рассмотрим прецессионное уравнение относительно оси подвеса гироузла 
 м др( ) 0H K M       , 

где K  — крутизна контура коррекции (общий коэффициент передачи датчика угла, усилите-
ля и мотора коррекции); дрM  — возмущающий момент по оси подвеса гироузла (момент 

дрейфа). Измеряемый угол крена и  в данном случае с учетом T H K , др дрM H   вы-

ражается как 

 дрм
и 1 1

T

Tp Tp


       

 
. (21) 

Выражение (21) для силовой гировертикали соответствует выражению (4) для КФ. 
Пример. В качестве примера рассмотрим расчет КФ для аналитической микромехани-

ческой гировертикали (в виде блока акселерометров и ДУС) с маятниковой коррекцией на 
подвижном основании. Предполагается, что при эксплуатации спектральную плотность по-
перечных горизонтальных ускорений можно аппроксимировать по выражению (6) с парамет-

рами 20,51м/сaD  , 3 рад/с  , 1рад/с   

 
2

2 4 2

0,0316
( )

10 0,16 1
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. (22) 



 Графоаналитический метод оптимального синтеза контура маятниковой коррекции  667 

JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2023. Vol. 66, N 8                                                      ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2023. Т. 66, № 8 

Спектральная плотность мощности по выражению (22) показана на рис. 3, где f  — 
частота. Необходимо определить требуемую точность ДУС и синтезировать КФ для опреде-
ления угла крена с точностью не менее кф 0,1   . 

 Sa, (м/с2)2/Гц 

0,08 

0,06 

0,04 

0,02 

0,00 

0                  1                   2                  3            f, Гц  
Рис. 3  

Сначала условимся, что по вариации Аллана наибольший вклад в дрейф ДУС, среди ко-
торых производится выбор, вносит белый шум. Отобразим на рис. 4, а выражения (18)—(20), 
сплошные кривые — линии оптимума, пунктир — изолинии СКО ошибки КФ. Оптимальная 

кривая (18) и изолиния (20) для кф 0,1    пересекаются в точке 16 сT  , 1,2 / чN   . 

а)                                                                                   б) 
 , / чN   нн(), /ч 
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1 

0           10     20       30      40     50    Т, с 0           10     20       30      40     50    Т, с 

40 

30 

20 

10 

0,4

0,2 

0,15
0,1 

0,05

0,4 

0,2 

0,15 0,1 

0,05 

 
Рис. 4 

При синтезе КФ путем преобразования фильтра Винера или Калмана первого порядка 
можно воспользоваться формулой [8]:  
 RWT V gN , (23) 

где VRW — случайное блуждание скорости акселерометра (velocity random walk). Аппрокси-
мация ошибок МЧЭ м  белым шумом в большинстве случаев дает либо заниженную оценку 

(в предположении, что белый шум ошибки МЧЭ равен белому шуму самого датчика), либо 
завышенную, если определять белый шум от максимальной ошибки МЧЭ по наихудшему 
сценарию. Так, если в качестве ошибки МЧЭ — при том же значении белого шума гироскопа 

1,2 / чN    — принять белый шум самого микромеханического датчика равным 
3

RW 10 (м/с)/ чV  , то постоянная времени 0,005 сT   по формуле (23) получится слишком 
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маленькой для компенсации колебаний основания кф( 2,95 )   . Если, например, по наихуд-

шему сценарию предположить ошибку МЧЭ в виде белого шума c параметром VRW, соответ-
ствующим спектральной плотности ( )A   белого шума, ограниченного на полосе частот ди-

намики подвижного объекта 1 1 / 2 3 Гцf      (см. рис. 3), со СКО, равным дисперсии aD  по 

выражению (22): 

 
1 1

1 1

1
1

( ) ( ) 2 ( )
2

f

a
f

A d A f df A f f D


 

    
   , (24) 

то спектральная плотность белого шума определится по выражению (24) 1( ) / 2aA f D f   
2 2 24,14 10 (м/с ) /Гц  . Это соответствует случайному блужданию скорости 

RW ( ) 12, 2 (м/с) / чV A f 
 
 (перевод единиц измерения спектральной плотности белого 

шума „ 2 2(м/с ) /Гц “ в случайное блуждание скорости „ (м/с) / ч “ приведен в стандарте [19]). 

Тогда по формуле (23) постоянная времени 59 сT   получается завышенной кф( 0,154 )   . 

Заметим, что требование по значению белого шума не более 1, 2 / чN    выполняется 
даже для бюджетных микромеханических гироскопов. Тогда проверим выбор в предположе-
нии, что основной вклад в дрейф вносит нестабильность нуля. Отобразим уравнения (14) и 
(16) на рис. 4, б. Максимально допустимое значение нестабильности нуля нн ( ) 19,4 / ч     

для заданной погрешности кф 0,1    при постоянной времени 13 cT   уже накладывает бо-

лее существенное ограничение на точность ДУС. 
Заключение. В статье предложен графоаналитический метод оптимального синтеза 

контура коррекции гировертикали в виде комплементарного фильтра. В качестве критерия 
оптимальности использовалась дисперсия ошибки комплементарного фильтра. Условия ми-
нимума дисперсии ошибки представлены уравнениями линий оптимума, которые совместно с 
изолиниями дисперсии ошибки позволяют выбрать гироскоп по максимально допустимому 
значению белого шума и нестабильности нуля. 

Предложенный метод синтеза рассмотрен на примере построения аналитической мик-
ромеханической гировертикали. Показано, что представление ошибки маятникового чувстви-
тельного элемента в виде белого шума зачастую дает неоптимальное решение. 
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