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ПРИМЕНЕНИЕ ТЕХНОЛОГИИ CUDA  
ДЛЯ УСКОРЕНИЯ РАСЧЕТА ЦЕН ОПЦИОНОВ ЕВРОПЕЙСКОГО ТИПА 

СЕТОЧНЫМ МЕТОДОМ  

Дифференциальное уравнение Блэка—Шоулза решено численно по схеме 
Кранка—Николсона на графическом процессоре с применением технологии 
CUDA. Использование видеокарты NVIDIA GTX 580 позволило достичь уско-
рения более чем в 20 раз по сравнению с однопоточным расчетом на процессо-
ре Intel Core i7 3,4 ГГц и в 2—3 раза по сравнению с наилучшими показателями 
многопоточной версии, основанной на технологии GCD на процессорах 2x Intel 
Xeon 3,06 ГГц с 24 ядрами. Результаты получены для нагрузочных параметров, 
представляющих практический интерес в системах алгоритмической торговли. 

Ключевые слова: CUDA, GPU общего назначения, параллельная циклическая 
редукция, алгоритмическая торговля, опцион, схема Кранка—Николсона. 

Введение. Одной из важнейших задач систем алгоритмической торговли, позволяющих 
совершать торговые операции на электронных финансовых рынках с помощью специализи-
рованных компьютерных систем, является расчет цен опционов в режиме реального времени 
с учетом постоянного изменения их параметров. Точные аналитические решения доступны не 
для всех типов опционов и вариантов постановки задач. Поэтому для теоретического ценооб-
разования широко применяются численные методы [1]. В последние годы активно исследу-
ются возможности применения современных видеокарт с мощными графическими процессо-
рами (ГП) для ускорения расчетов [2—5]. В большинстве работ рассматриваются численные 
методы, обладающие естественным параллелизмом — метод Монте-Карло, биномиальная 
модель или явные разностные схемы [2, 3].  

Для ускорения расчета цен опционов с использованием неявной схемы Кранка—Николсона 
второго порядка точности в настоящей работе применена технология CUDA-вычислений 
(Compute Unified Device Architecture) на ГП, разработанном компанией NVIDIA. Алгоритмы реа-
лизованы в виде CUDA-программы, исполняемой ГП видеокарты, а также в виде одно- и много-
поточного приложения для выполнения центральным процессором (ЦП). Проведено сравнение 
времени вычислений и погрешности получаемых на современном оборудовании результатов в 
условиях, характерных для систем алгоритмической торговли. Выявлены условия и способы оп-
тимальной организации вычислительного процесса.  
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Математическая постановка задачи. Модель Блэка—Шоулза — классическая для 
расчета цен опционов. Зависимость цены опциона ( , )V S t  от цены базового актива S и време-
ни t в этой модели описывается дифференциальным уравнением [1]: 
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где r — безрисковая процентная ставка и σ — волатильность.  
В настоящей работе уравнение (1) решается численно методом конечных разностей по 

схеме Кранка—Николсона. Рассматривается диапазон цен базового актива от нижней minS  до 
верхней maxS  границы, для интервала времени от даты исполнения t T=  до текущего момен-
та 0t = . Введем равномерную сетку значений цены базового актива miniS S i S= + ∆ , 

0, , ,i I= …  с шагом max min( ) / ,S S S I∆ = −  а также времени kt T k t= − ∆ , 0, , ,k K= …  с шагом 
/t T K∆ = , где I и K — количество шагов по S и t соответственно. В неявной по времени схе-

ме Кранка—Николсона соотношение (1) аппроксимируется по S и t со вторым порядком точ-
ности [1]. На временных шагах решаются системы линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) с трехдиагональной матрицей. Коэффициенты матрицы рассчитываются один раз, 
поскольку r и σ — константы. 

Для полноты математической постановки задачи необходимо установить начальное рас-
пределение ( , ) ( )V S T P S= , где ( )P S  — функция выплаты опциона, а также граничные усло-
вия. В работе рассмотрение ведется на примере распространенных европейских put-опционов 
с ценой исполнения 0X > :  

( ) { }max [ ( )], 0P S X S T= − . 
Для put-опциона min 0S = , maxS = ∞ . Граничные условия имеют вид:  

min( , ) exp[ ( )]V S t X r T t= − − ,   max( , ) 0V S t = . 
В разностной схеме используется значение max 3S X= , так как (3 , ) 0V X t ≈  при 0,8σ < . 
СЛАУ с трехдиагональной матрицей на ЦП решалась традиционным методом прогонки [6]. 

Алгоритм этого метода не может быть эффективно распараллелен для архитектуры CUDA. 
Поэтому для ГП применен метод параллельной циклической редукции (ПЦР), также исполь-
зован ряд идей по ускорению вычислений, предложенных нами ранее в работе [7]. 

В алгоритмической торговле опционы естественным образом объединяются в группы 
по общему базовому активу. Опционы внутри группы, как правило, имеют различные значе-
ния параметров X, T и σ. В результате решения задачи получают набор значений 0( ,0)V S  для 
всей группы опционов при текущей цене актива 0S S= . 

Архитектурные особенности реализации алгоритмов. Алгоритмы реализованы в ви-
де CUDA-программы для выполнения на ГП видеокарты, а также в виде одно- и многопоточ-
ного приложения для выполнения на ЦП. Многопоточная версия построена с использованием 
технологии GCD (Grand Central Dispatch) [8]. Она позволяет назначать задачи в приложении, 
которые в зависимости от загруженности системы автоматически распределяются по потокам 
для параллельного выполнения. В настоящей работе под одной задачей GCD понимается рас-
чет группы опционов с общим базовым активом.  

Технология CUDA использует ГП в роли массово-параллельного сопроцессора к ЦП [9]. 
В задачи ЦП входит подготовка данных в оперативной памяти ЦП, их передача в память ви-
деокарты для последующей обработки ГП и возвращение результатов. Код массово-
параллельных вычислений — ядро CUDA-программы (kernel), выполняется ГП как набор 
многих одновременно работающих потоков (threads в терминах CUDA) [9]. 
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В нашей реализации алгоритма ПЦР каждый поток занимается расчетом значения цены 
опциона в одном узле сетки iS , взаимодействуя с другими потоками через разделяемую па-
мять [5]. Потоки, выполняющие расчет одного опциона, объединены нами в блок, размер ко-
торого совпадает с количеством узлов сетки, а количество блоков определяется числом оп-
ционов в одной группе. Расчет каждой группы опционов организован в специальные потоки 
команд (streams), которые выполняются одним ГП последовательно с использованием асин-
хронной передачи данных из оперативной памяти ЦП в память видеокарты и обратно. Доступ 
к значениям параметров опционов в оперативной памяти ЦП из ядра CUDA-программы осу-
ществляется через механизм отображаемой памяти [10]. 

Операции с вещественными числами двойной точности (тип double) ГП исполняет за-
метно медленнее, чем операции с числами одинарной точности (тип float). Код ядра CUDA-
программы разрабатывался с использованием типа float в отличие от реализованных нами для 
ЦП алгоритмов (тип double). Поэтому в работе изучено влияние использования типа float на 
погрешность итогового результата вычислений.  

Для анализа реализованных в работе алгоритмов расчета использованы эксперимен-
тальные стенды (табл. 1). 

       Таблица 1  
Характеристики экспериментальных стендов  

Модель SunFire x4170 M2 ПК Core i7 

ЦП 2 x Xeon X5675, 3,06 ГГц, 24 ядра Core i7-2600, 3,4 ГГц, 8 ядер 

Объем ОЗУ 49 ГБ 4 ГБ 

ОС Solaris 10 x86_64 U10 Ubuntu 11.10 x86_64 

Многопоточная версия приложения, использующая технологии GCD, запускалась на 
ЦП сервера SunFire x4170 M2. Персональный компьютер (ПК) Core i7 использовался для за-
пуска однопоточного приложения на ЦП и программы с применением CUDA. Параметры ви-
деокарты NVIDIA GTX 580, используемой в экспериментах: 16 мультипроцессоров, 32 ядра в 
мультипроцессоре, частота процессора — 1,564 ГГц, частота памяти — 2 ГГц, объем памя-
ти — 1536 МБ, разрядность шины видеопамяти — 384 бит. 

В работе измерялось общее время τ выполнения расчетов для всех M групп опционов. 
Для CUDA-программы значение τ включало также время передачи данных. Для многопоточ-
ного приложения измерялось время расчета в режиме холодного старта τc (cold) с учетом всех 
накладных расходов на запуск потоков и время расчета в режиме под нагрузкой τh (hot), оп-
ределяемое как минимальное время расчета в серии последовательных экспериментов в рабо-
тающем приложении. 

Результаты были получены для европейских put-опционов с параметрами: X = 100 у.е.,  
σ = 25 % в год, r = 5 % в год, T = 0,3 года. Если не оговорено отдельно, применялись следую-
щие настройки сетки: шаг по времени ∆t = 0,02 года, количество шагов по цене I = 150. 

Оптимизация CUDA-программы. Объем регистровой и разделяемой памяти видео-
карты ограничен, это влияет на число одновременно запущенных на ГП потоков выполнения, 
что определяет общую производительность системы.  

Предложенный алгоритм требует относительно небольшого объема разделяемой памя-
ти, поэтому основное внимание необходимо уделять работе с регистровой памятью. Был 
предпринят ряд мер для уменьшения количества регистров, используемых каждым потоком 
выполнения: 

— объединение функций программы для уменьшения числа локальных переменных; 
— применение спецификатора volatile, что в некоторых случаях позволяет уменьшить 

количество используемых регистров; 
— использование числовых констант одинарной точности; 
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— использование библиотеки быстрой математики (use_fast_math). 
Перечисленные меры по реорганизации ядра CUDA-программы, используемые далее, 

позволили сократить общее время выполнения расчетов τ более чем на 20 %.  
Анализ времени вычислений. В табл. 2 приведены значения времени расчета одной 

группы опционов в разных реализациях. Для многопоточного GCD-приложения в режиме 
холодного старта τc ≈ τh, поскольку параллелизм в GCD реализован на уровне групп опцио-
нов, т.е. расчет одной группы рассматривается как одна задача. Преимущество однопоточно-
го приложения (τ1), запущенного на ПК Core i7, по сравнению с GCD здесь обусловлено раз-
ницей тактовых частот процессоров экспериментальных стендов (3,4 ГГц у Core i7 против 
3,06 ГГц у Xeon X5675). 

   Таблица 2  
Сравнение времени расчета одной группы опционов 

N τ, мс τ1, мс τc, мс τh, мс τ / τ1 τ / τc τ / τh 
1 0,143 0,071 0,104 0,062 0,497 0,729 0,434 
5 0,132 0,265 0,353 0,309 2,007 2,673 2,34 

10 0,137 0,575 0,663 0,619 4,193 4,835 4,514 
20 0,143 1,132 1,277 1,238 7,939 8,956 8,682 
60 0,179 3,475 3,826 3,713 19,413 21,374 20,743 

200 0,474 10,602 12,419 12,378 22,381 26,217 26,131 
500 0,979 22,746 30,987 30,940 25,731 31,663 31,615 
800 1,501 41,021 49,568 49,519 27,323 33,016 32,984 

1000 1,871 51,822 62,053 61,88 27,686 33,151 33,059 

Из табл. 2 видно, что видеокарта NVIDIA GTX 580 позволяет достичь более чем 20-
кратного преимущества при одновременной обработке нескольких опционов в группе (N ≥ 60 
для данного случая). 

Рассмотрим результаты исследований, полученных для нескольких групп опционов. На 
рис. 1 представлен график зависимости времени τ (1), τс (2), τh (3), τ1 (4) обработки M = 10 
групп опционов от числа N опционов в группе. 
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Рис. 1 

Как видно из рис. 1, производительность многопоточного приложения GCD под нагруз-
кой значительно выше производительности однопоточного. Несмотря на это быстродействие 
CUDA-программы в 2,5—3 раза выше по сравнению с GCD в нагруженном состоянии и более 
чем в 9 раз по сравнению с GCD в режиме холодного старта (рассчитан важный для задач ал-
горитмической торговли случай N ≥ 100). При увеличении N выигрыш в производительности 
CUDA-программы возрастает.  

При увеличении количества групп M возрастает число операций передачи данных. От-
сюда следует, что использование технологии CUDA должно давать большее преимущество 
при расчете малого числа групп большего размера. Для GCD, наоборот, с ростом M увеличи-
вается количество используемых потоков, что повышает производительность. 

На рис. 2 продемонстрировано преимущество CUDA-программы по сравнению с одно- 
и многопоточным приложением на ЦП. Точки кривой обозначают границы, ниже которых 
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использование соответствующей реализации для ЦП предпочтительней применения CUDA  
(GCD Hot (1), GCD Gold (2), Core i7 (3)).  
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Рис. 2 

Из рис. 2 видно, что при N ≥ 20 CUDA-приложение выигрывает у GCD под нагрузкой 
для любого количества групп M. 

Влияние особенностей работы графического процессора на время вычислений.  
В ходе экспериментов были отмечены некоторые особенности ГП и их влияние на время вы-
числений. Из-за архитектурно-функциональных особенностей CUDA потоки в блоке испол-
няются не отдельно, а группами по 32 потока (warp в терминах CUDA). Количество одновре-
менно исполняемых блоков не может превышать числа мультипроцессоров видеокарты  
(16 для NVIDIA GTX 580), поэтому наблюдается скачкообразный рост времени вычислений 
при увеличении М и N. На рис. 3 представлено время расчета 10 (1), 50 (2) и 100 (3) групп оп-
ционов при различном размере групп. На рис. 4 приведена зависимости времени расчета од-
ного опциона в от числа узлов сетки I'=I+1. 
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Рис. 3 
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Анализ погрешностей вычислений. Нами проанализированы погрешности численных 
алгоритмов, реализованных для разных архитектур. Анализ возможен благодаря наличию 
аналитического решения уравнения (1) для опционов европейского типа в отсутствие дис-
кретных дивидендных выплат по базовому активу за время „жизни“ опциона. На рис. 5 при-
ведены графики абсолютной погрешности (ЦП тип double (1), ЦП тип float (2), ГП тип float, 
ГП тип use_fast_math (3)), складывающейся из ошибки аппроксимации уравнения (1) схемой 
Кранка—Николсона и погрешности математических вычислений вещественных чисел с пла-
вающей точкой. Отдельно рассматривался случай использования библиотеки быстрой мате-
матики, обладающей меньшей по сравнению со стандартной библиотекой точностью вычис-
ления сложных функций для чисел одинарной точности (тип float) [10]. 
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Рис. 5 

Рис. 5 составлен для наиболее малого шага по времени (∆t = 0,001) и соответственно 
большого числа шагов (K = 300), в этом случае наблюдается максимальная погрешность вы-
числений. Значение погрешности, вносимой использованием float (область малых значений 
S) в 5 раз меньше максимальной погрешности схемы Кранка—Николсона в области 
S ~ X = 100 (относительная ошибка при этом порядка 0,3 %). Библиотека быстрой математики 
не снижает точность расчетов. 

Выводы. В работе технология CUDA применена для ускорения расчета цен опционов 
европейского типа методом Кранка—Николсона. Соответствующие алгоритмы реализова-
ны в виде CUDA-программы, исполняемой графическим процессором видеокарты, а также 
в виде одно- и многопоточного приложения, исполняемого ЦП. Многопоточная версия по-
строена с использованием технологии GCD. Выявлены и сформулированы основные на-
правления оптимизации ядра CUDA-программы, позволившие сократить время расчетов 
более чем на 20 %. 

Отмечено влияние архитектурно-функциональных особенностей ГП на время вычисле-
ний. Сформулированы рекомендации по выбору параметров расчета цен опционов. Сделан 
вывод о допустимости использования вещественных чисел с одинарной точностью. Исполь-
зование библиотеки быстрой математики ускоряет вычисления, но не приводит к увеличению 
погрешности. 

Разработанная CUDA-программа, исполняемая на видеокарте NVIDIA GTX 580, по-
зволяет достичь более чем 20-кратного преимущества перед однопоточной реализацией со-
ответствующего алгоритма на современном ЦП Intel Core i7 3,4 ГГц. Быстродействие 
CUDA-программы по сравнению многопоточной реализацией выше в 2,5—3 раза с GCD в 
нагруженном состоянии и более чем 9 раз по сравнению с GCD в режиме холодного старта 
для практически важного для алгоритмической торговли количества опционов в группе. 
При увеличении числа опционов в группе выигрыш в производительности CUDA-
программы возрастает. 
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