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В статье приведено новое уравнение состояния, удовлетворяющее гипотезе о 

псевдоспинодальной кривой. Уравнение апробировано на примере описания свойств 

аргона. 
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Гипотеза о псевдоспинодали, сформулированная Бенедеком [1] в 1968 г., 

оказалась плодотворной при построении скейлинговых уравнений состояния в 

физических переменных плотность-температура. Суть этой гипотезы заключается в том, 

что поведение ряда теплофизических свойств на критической и околокритических 

изохорах описывается одними и теми же степенными законами. То есть, если поведение 

изохорной теплоемкости vC  на критической изохоре вблизи критической точки 

описывается зависимостью 
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   , (1) 

то и поведение vC  на околокритических изохорах носит аналогичный характер: 

  . (2) 

Здесь T  и  – абсолютная температура и плотность, соответственно; cT  и c  – 

критическая температура и критическая плотность, соответственно; ( )
vc

T T  – 

уравнение «псевдоспинодальной» кривой. 

Аналогичным образом, вблизи критической точки, ведут себя и другие 

равновесные и неравновесные свойства, такие как изобарная теплоемкость pC , 

коэффициент изотермической сжимаемости TK , коэффициент теплопроводности  и т. 

п. Обратим внимание на то, что согласно гипотезе о псевдоспинодали в трактовке 

Бенедека линии сингулярности для различных теплофизических характеристик могут 

быть различны: 

 . (3) 

Термин же «псевдоспинодаль» был введен авторами [2] (Chu B. и др., 1969 г.), в 

предположении о том, что линия точек ( )aT , вдоль которой , расходятся  и pС , а 

также vС  [3] может совпадать со спинодалью, т.е. линией расходимости TK . 

В работе [4] впервые доказано, что если геометрическое место точек на 

термодинамической поверхности удовлетворяет условию 0 vv
T s C , то на 

этом множестве выполняется равенство 0 0TT
v p K . Исключение составляет 

лишь одна точка на термодинамической поверхности – критическая точка, в которой 

выполняются соотношения: 

  и . (4) 

Таким образом, термин «псевдоспинодаль», как определяющий линию 

расходимости vC , является некорректным. Поэтому в представляется оправданным, что 

в настоящее время геометрическое место точек, удовлетворяющее равенствам 
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  (5) 

называют линией псевдокритических точек [5], т. к. и в критической точке 

выполняется первое равенство из (1): 0
v

T s . 

В силу того, что гипотеза о псевдоспинодали в трактовке (3) нашла 

экспериментальное подтверждение (см., например, [6–10]), уравнения состояния, 

которые удовлетворяют этой гипотезе, относят к физически обоснованным уравнениям 

состояния [11, 12], в отличие от тех скейлинговых уравнений, которые этой гипотезе не 

удовлетворяют. 

В работах [11, 12] рассмотрено скейлинговое уравнение состояния Гриффитса: 

 , (6) 

в котором масштабная функция химического потенциала h x  имеет следующий 

вид: 

 , (7) 

здесь    ,   – критические индексы. 

Линия 

  (8) 

получила название « s –спинодаль» и авторы [11, 12] отождествили её с линией 

псевдокритических точек. Рассмотрим, насколько обосновано это утверждение. 

Термическое уравнение состояния, рассчитанное на основе уравнения (6), с 

учетом (7) имеет вид [11]: 

  

  (9) 

 . 
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Производная 
T

p , рассчитанная на основе (9) на s –спинодали (8) имеет вид: 

 

 . (10) 

Следовательно на s –спинодали не выполняются условия (8) и её нельзя 

отождествлять с линией сингулярности изохорной теплоемкости.  

Нельзя отождествлять s –спинодаль и с границей устойчивости однородного 

состояния вещества – спинодалью, в каждой точке которой должно выполняться 

равенство: 

 . (11) 

Действительно, из (10) непосредственно следует, что неравенство  

выполняется во всех точках s –спинодали, кроме критической. 

Таким образом, в отличие от линии псевдокритических точек (8), 

псевдоспинодали и термической спинодали (11), s –спинодаль не имеет, как и линия 

возврата [13], возникающая при описании критической области скейлинговыми 

уравнениями состояния в параметрической форме [14], ясной физической 

интерпретации. 

Сама процедура поиска параметров уравнения состояния (9) на основе 

экспериментальной информации о термических данных и изохорной теплоемкости, из-за 

наличия в структуре уравнения (9) интеграла от дифференциального бинома, является 

сложной вычислительной задачей. 

Вместе с тем, проблема построения непараметрического уравнения состояния в 

переменных плотность-температура, удовлетворяющего требованиям масштабной 

теории [15] и описывающую границу устойчивости однородного состояния вещества в 

соответствии с требованием (11), на основе гипотезы (1), (2), которую в [9, 10] пытались 

решить на основе масштабной функции (7), впервые решена в [16] на основе метода 

псевдокритических точек. При этом автор [16] ограничился описанием системы 

жидкость-газ на основе модели решеточного газа. 

Покажем каким образом можно в рамках модели (7) учесть асимметрию кривой 

сосуществования относительно критической изохоры. 
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C этой целью рассчитаем на основе (7), используя известное термодинамическое 

равенств 
T

F  выражение для свободной энергии Гельмгольца ,F T . В 

результате придем к известному масштабному уравнению состояния, на основе которого 

и будем решать выше сформулированную задачу: 

 . (12) 

где 0a x  – масштабная функция свободной энергии; 0F T и 0A T  – 

аналитические функции температуры: 

  и , 

где iA  и iB  – постоянные коэффициенты. 

Такой выбор исходного уравнения состояния обусловлен тем, что свободная 

энергия Гельмгольца в переменных плотность-температура, в отличие от химического 

потенциала, является характеристической функцией. Следовательно, если масштабные 

функции свободной энергии не будут содержать интегралов, то и остальные 

термодинамические функции будут иметь простую структуру, удобную для численных 

расчетов. 

Наличие же интеграла от дифференциального бинома в (9) приводит к 

необходимости вычислять интеграл путем разложения подынтегральной функции по 

малому параметру 
1

pq , что и сделали авторы [11, 12]. В результате полученное 

таким образом уравнение состояния [11]: 

  

  (13) 

 , 
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перестает удовлетворять требованиям масштабной теории. Более того, приводит к 

расходимости изохорной теплоемкости в каждой точке критической изотермы, что 

физически не верно. 

В (12) масштабная функция свободной энергии задается выражением: 

 , (14) 

где 01A , 02A , 03B  и 0C  – постоянные коэффициенты. 

Поскольку построение масштабного уравнения в физических переменных в 

конечном итоге позволяет построить простое по форме уравнение состояния 

скейлингового вида, то исследуем каким образом на основе уравнения состояния (12) и 

масштабной функции (14) можно учесть асимметрию кривой сосуществования и тем 

самым расширить границы применимости уравнения (12). 

Покажем, что для решения поставленной задачи достаточно в формулах (12) и 

(14) перейти от масштабной переменной x  к обобщенной переменной x  [17], которая 

определяется на основе равенства: 

 / sx , (15) 

где переменная s  связана с уравнением кривой сосуществования равенством 

 . (16) 

Здесь параметр 0x  – значение масштабной переменной x  на кривой 

сосуществования в асимптотической окрестности критической точки. 

В качестве рабочего вещества, на котором можно апробировать предлагаемую 

методику выберем аргон для которого имеются надежные экспериментальные данные о 

линии фазового равновесия, термодинамической поверхности и изохорной теплоемкости 

в широкой окрестности критической точки [18–21]. 

Термическое уравнение состояния, рассчитанное на основе (12) с учетом замены 

масштабной переменной x  на x  (15) имеет вид: 

 . (17) 

Структуру масштабной функции a x  (14) выберем в соответствии с 

рекомендациями [22]: 
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 , (18) 

где 1x  – параметр линии псевдокритических точек (5), положение которой на 

термодинамической поверхности в рамках предлагаемого подхода определяется 

уравнением 1x x ; A– постоянная; 1 2x x . 

Значения постоянных *a  и *b  определим по методике [23]: 

 , * 1

2
b

k
 

где 

 2 3

1 1 2
b ; 

2

0

1b
k

x
. 

Постоянная c  находится из условия равенства нулю масштабной функции 

химического потенциала на линии насыщения. 

Значения нелинейных параметров ix  в (18) могут быть рассчитаны по методике 

[24]. В этом случае необходимо иметь информацию только о критических индексах и 0x . 

Но если в окрестности критической точки есть надежная экспериментальная информация 

о vC , то предпочтительнее устанавливать значения ix  в (18) в ходе обработки этой 

экспериментальной информации при поиске коэффициентов уравнения (14). 

Для расчета масштабной переменной x  воспользуемся системой уравнений [25]: 

, 

 , (19) 

 , 

 . 
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где ia , ic , id  – постоянные коэффициенты;  – неасимптотический критический 

индекс; ct T T ; и – плотность на жидкостной и паровой ветвях линии насыщения, 

соответственно. 

На основе обработке экспериментальной информации [18–21] найдем значения 

параметров (19) по методике, приведенной в [25]: 

0x 0,3106619960157; 1c 1,431914529566; 2c –4,579497552851; 

3c 3,318672067774; 0a 6,6; 1 1a d 6,084838347525;  

2a –15,08625255193; 3a –3,054965902264; 4a –3,740174488012; 

5a 4,537955958279; 6a 30,71070895871; 7a –14,71922419157; 2d 8,897242001560; 

3d 37,43106378610; 4d –27,71856440760;  

5d 6,770677859830; 6d 50,31433462340; 7d 65,79196250470;  

cT 150,66 К; cp 4,8634 МПа; c 535,1 кг/м
3
. 

Критические индексы выбраны в соответствии с [26]: 0,11; 0,325; 1,24; 

4,815. Заметим, что изначально задаются только два критических индекса, а 

остальные рассчитываются на основе равенств Гриффитса: 2  и . 

Изохорная теплоемкость в рамках предлагаемого подхода описывается 

зависимостью: 

 , (20) 

где 

. 

Поиск коэффициентов уравнения состояния проводился на основе описания 

экспериментальных p T –данных [18], давления на линии упругости аргона и 

опытных данных о vC  в широкой окрестности критической точки [19, 20] путем 

минимизации функционала: 

  (21) 
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 , 

где pjQ , 
vc

Q , 
нp j

Q  – весовые функции j-ой точки из массива опытных данных 

p T , vC  и н нp T . 

В результате получены следующие значения параметров (12):  

2A 9,5150545208853; 2B –3,8863128838786; 2B 7,7010916413610; 

2B –35,450852545335; 2B 81,138887885931; A 14,067951279124; 

1x 0,5460; 2x 1,067; 3x 0,6580. 

Рабочая область уравнения (1) с обобщенной масштабной переменной при 

описании давления и плотности насыщенной жидкости, как видно из рис. 1–3 составила 

0,98 0 . 

Предложенное в работе масштабное уравнение можно эффективно использовать 

для построения фундаментальных уравнений состояния чистых веществ. Этот вывод 

основан на том, что уравнение состояния (12), построенное на основе модели 

решеточного газа, т.е. не учитывающее асимметрию жидкости относительно 

критической изохоры, нашло широкое применение при разработке единых уравнений 

состояния и расчете таблиц термодинамических свойств технически важных веществ в 

широкой области состояний, включая критическую и метастабильную области [27–29]. 

Дальнейшее совершенствование предлагаемого метода описания широкой окрестности 

критической точки связаны с включением в структуру свободной энергии (12) 

неасиптотических членов [30–37] и выбором опорных кривых в соответствии с 

рекомендациями [38–42]. Результаты работы могут быть использованы при подготовке 

курсов дистанционного обучения [43, 44]. 
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Рис. 1. Отклонения значений плотности  и , рассчитанных по уравнению (17), от данных 

[19, 20]: 1 – c ; 2 – c . 
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Рис. 2. Отклонения значений плотности в однофазной области, рассчитанных по уравнению 

(17), от опытных данных [18]. Изотермы:  

1 – 158,15 К; 2 – 153,15 К; 3 – 150,65 К; 4 – 151,65 К. 
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Рис. 3. Отклонения значений изохорной теплоемкости, рассчитанных соответственно по 

уравнению состояния (20) от опытных данных [19, 20]:  

1 – 374,3 кг/м
3
; 2 – 457,6 кг/м

3
; 3 – 473,6 кг/м

3
; 4 – 497,3 кг/м

3
;  

5 – 534,4 кг/м
3
; 6 – 541,9 кг/м

3
; 7 – 565,5 кг/м

3
;  

8 – 604,4 кг/м
3
; 9 – 632,2 кг/м

3
; 10 – 647,7 кг/м

3
. 
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